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� ������	� �����	� ��������� �������� �
��� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  
��! " 
������������ ���#�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��$ %����
	 ������&� 
������
�&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$
��' (������� 
�
������ ��� �	�)� ��������
��� � � � � � � � � � � � � � � �*
��* +�
������)� �����)����� ��� �
�
��),��� � � � � � � � � � � � � � � � �-

� �� ������ Julia ��� Fatou ��
!�� .�
���� ���
��� ��� �/���	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !$
!�! ���&� �����&�� 
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !-
!�$ 01�������� 
	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ! 
!�' �� 
���� Julia ��� �� �����/��� 
	���� � � � � � � � � � � � � � � � � $$
!�* %�2����� ��������� 
������
�&� 
�	 
����� Riemann � � � � � � $-

!�*�� " ���
����3��&
���� ������&
	 � � � � � � � � � � � � � � � $-
!�*�! " �������
���� ������&
	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � $4
!�*�$ " ��/)���	 ������&
	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $4

!�5 ��1����	
	 ���� Sullivan �&� 
���&� Fatou � � � � � � � � � � � � $ 

�  �
���� ���	
� !�
$�� +�
��������	�� �&� ����
����&� ��������
�&� � � � � � � � � � � � '�
$�! 6��
��� 
	���� ��� �����/���� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � '!
$�$ ��������������)� �����)����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '$
$�' %���� Julia /������#����&� ���&���&� � � � � � � � � � � � � � � '*
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$�* �� 
���� Mandelbrot � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '5
$�5 7��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '4

! )�����)*���� ��+���� ,�
'�� " �)��/�� Newton ��� /������#����� �������� � � � � � � � � � � *'
'�! 0����	����� �)��/�� Schröder � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � *5

'�!�� 6���
���� �&� 
������
�&� Schröder � � � � � � � � � � � � *5
'�!�! �������
���� �&� 
������
�&� Schröder � � � � � � � � � � *4
'�!�$ 8�����
���)� ��,���)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � * 
'�!�' ���
���� 
������ 
	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 5�
'�!�* %���� Julia �&�� ������2����&� ��� �&� ���&���&� fn(z) =

zn − 1� 
������
�&� Schröder ��� �� ������ )1	� �&� n9
�
��� ��2�� �	� ����/�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 5!

'�!�5 " �)��/�� Schröder 
��� ����������� ,��� � � � � � � � � � 54
'�!�- :������ )1	� 
,���2������ �� ����������� ���
������

������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -4
'�!�4 " ������&
	 �&� �������#����&� ���&���&� � � � � � � � � 4$

'�$ 0����	����� �)��/�� König � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 45
'�$�� 6���
���� �&� 
������
�&� König � � � � � � � � � � � � � � 4-
'�$�! �������
���� �&� 
������
�&� König � � � � � � � � � � � � 44
'�$�$ ���
���� 
������ 
	���� �	� ����/�� König � � � � � � � � 4 
'�$�' %���� Julia �&�� ������2����&� ��� �&� ���&���&� fn(z) =

zn−1� 
������
�&� König ��� �� ������ )1	� �&� n9�
���
��2�� �	� ����/�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ;

'�$�* " �)��/�� König 
��� ����������� ,��� � � � � � � � � � � �  '
'�$�5 :������ )1	� 
,���2������ �� ����������� ���
������

������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  -
'�' 0����	����� �)��/�� Laguerre � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �;;

'�'�� 6���
���� �	� 
�����	
	� Laguerre � � � � � � � � � � � � � �;�
'�'�! �������
���� �	� 
�����	
	� Laguerre � � � � � � � � � � � �;$
'�'�$ " �)��/�� Laguerre 
� ������������� ,����� � � � � � � � � �;'
'�'�' %���� Julia �	�� ������2����	� 
�� �������� fn(z) =

zn − 1� 
�����	
	� Laguerre ��� �� ������ )1	� �&� n9
�
��� ��2�� �	� ����/�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �;'

'�* %������
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �;5

, &��-�������*���� �����*��	�� ��� )��	�.��� �/�
*�� 0������#������� 
�
������ 
������
�&� � � � � � � � � � � � � � ��;
*�! �������
�����)� 
������
��� �����#��� � � � � � � � � � � � � � ��!
*�$ %�������� �������
�����)� 
������
��� �����#��� � � � � � � � � ��-
*�' �������
������ �����#�� �� ,��
	 ������ ����#	��� � � � � � �!!
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*�* ����)� �������
�����)� 
������
��� �����#��� � � � � � � � � � �!5

0  ��)��	� �	�
1���	� *�� 23�� ���
5�� 6������ �����,������ ��� %�%� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$�
5�! 6������ �����,������ ��� ������ ����#	��� %�%� � � � � � � � �$'

4 (�����+��� ��*���	��� ���-�������*��3� ������� �!�
-�� 6���
���� �&� 0%% � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'�
-�! 6���
���� �&� 
���&� Julia � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'$
-�$ 6���
���� �&� 
���&� ����� Mandelbrot � � � � � � � � � � � � � �'-
-�' < ��
��� ����� 
��������� �,� �����/�� � � � � � � � � � � � � � � � �' 

-�'�� 6�#��� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*;
-�'�! �������#����� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*�

-�* %�2��	
	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*!

(5  �.���� ��� *	*��*�.�+��	� 	6��3�	�� �,,
�=�� 0���
	 ��#���� �1�
�
�&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �**

�=���� ����� ��� Cardan � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �**
�=���! ����&��������� ����
	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*5

�=�! 0���
	 �������#����&� �1�
�
�&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*-
�=�!�� 0���
	 ���� Descartes–Euler � � � � � � � � � � � � � � � � � �*-
�=�!�! 0���
	 ���� Ferrari � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*4

7�.������-
� �,�

��	*���� �4�
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� 0��
����� 
�� ������> � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � xxii
! " �����	 Hilbert ?�@ 
��� /�� ��� ?#@ 
��� ����� /��
��
���� � � � � !

$ ?�@ A0�� /)�/�� ��� ?#@ )�� ��� ��)�	�� � � � � � � � � � � � � � � � $

' " �����	 Hénon ?�������
������ /��
��
	 ��!5@� � � � � � � � � '

��� <�����	 ��������
	 �� ������ ����
����	 ����� 
A )�� 
	���� z0� ��

��! " 
������������ ���#��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!

!�� <��������	 
����
	 �	� (pn′
i) �)
� 
�� D� � � � � � � � � � � � � ! 

!�! 0����� ��� �������� 
����� V � �
�� �� �	� �)������ �� �� p−1(V )�
$*

!�$ �� A(a) ����� ������� 
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $5

'�� ����
,	����
��� �&� ������ )1	� ��� ��� 
����� Julia �	�
M(w) = w2 ?/�1��@� ��
& 
�� ��,��� �����/� �&� z ?���
����@� � � *5

'�! %���� Julia �&�� ������2����&� ��� ��� f2(z) = z2 − 1� 
������9

�&� Schröder 
�� ����/��� ,&��� [−1, 1]× [−1, 1]B ?�@ �)��/�� S2�
?#@ �)��/�� S3� ?�@ �)��/�� S4� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 5!

'�$ %���� Julia �&�� ������2����&� ��� ��� f3(z) = z3 − 1� 
������9

�&� Schröder 
�� ����/��� ,&��� [−1, 1]× [−1, 1]B ?�@ �)��/�� S2�
?#@ �)��/�� S3� ?�@ �)��/�� S4� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 5$

'�' %���� Julia �&�� ������2����&� ��� ��� f4(z) = z4 − 1� 
������9

�&� Schröder 
�� ����/��� ,&��� [−1, 1]× [−1, 1]B ?�@ �)��/�� S2�
?#@ �)��/�� S3� ?�@ �)��/�� S4� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 5$

'�* :������ )1	� �&� ��2�� ��� f2(z) = z2 − 1 
�� ����/��� ,&���
[−1, 1] × [−1, 1]B ?�@ �)��/�� S2� ?#@ �)��/�� S3� ?�@ �)��/�� S4� � 5'

'�5 :������ )1	� �&� ��2�� ��� f2(z) = z2 − 1 
�� ����/��� ,&���
[−1, 1] × [−1, 1]B ?�@ �)��/�� S5� ?#@ �)��/�� S6� ?�@ �)��/�� S7� � 5'

'�- :������ )1	� �&� ��2�� ��� f3(z) = z3 − 1 
�� ����/��� ,&���
[−1, 1] × [−1, 1]B ?�@ �)��/�� S2� ?#@ �)��/�� S3� ?�@ �)��/�� S4� � 5*
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'�4 :������ )1	� �&� ��2�� ��� f3(z) = z3 − 1 
�� ����/��� ,&���
[−1, 1] × [−1, 1]B ?�@ �)��/�� S5� ?#@ �)��/�� S6� ?�@ �)��/�� S7� � 5*

'� :������ )1	� �&� ��2�� ��� f4(z) = z4 − 1 
�	 ����/��� �����,�
[−1, 1] × [−1, 1]B ?�@ �)��/�� S2� ?#@ �)��/�� S3� ?�@ �)��/�� S4� � 55

'��; :������ )1	� �&� ��2�� ��� f4(z) = z4 − 1 
�� ����/��� ,&���
[−1, 1] × [−1, 1]B ?�@ �)��/�� S5� ?#@ �)��/�� S6� ?�@ �)��/�� S7� � 55

'��� ?�@ 0����	����� �������� �	� S2 
�	� �����)���� �&� ���&���&�
pλ� ?#@ �� ����/��� ����������� ,&��� [0.35, 0.37] × [−0.01, 0.01]
��� %,������ ?�@ ���������� )�� 
���� Mandelbrot ��� �	� S2� -�

'��! ?�@ 0����	����� �������� �	� S3 
�	� �����)���� �&� ���&���&�
pλ� ?#@ �� ����/��� ����������� ,&��� [1.89, 1.95] × [−0.03, 0.03]
��� %,������ ?�@ ���������� )�� 
���� Mandelbrot ��� �	� S3� -!

'��$ ?�@� ?#@ 0����	����� �������� �	� S4 
�	� �����)���� �&� ��9
�&���&� pλ� ?�@ �� ����/��� ����������� ,&��� [3.07, 3.17] ×
[−0.05, 0.05] ��� %,������ ?�@ ���������� )�� 
���� Mandelbrot
��� �	� S4� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -$

'��' ?�@� ?#@ 0����	����� �������� �	� S5 
�	� �����)���� �&� ��9
�&���&� pλ� ?�@ �� ����/��� ����������� ,&��� [4.09, 4.21] ×
[−0.06, 0.06] ��� %,������ ?�@ ���������� )�� 
���� Mandelbrot
��� �	� S5� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -$

'��* 0����	����� �������� �	� S6 
�	� �����)���� �&� ���&���&� pλ� -'

'��5 0����	����� �������� �	� S7 
�	� �����)���� �&� ���&���&� pλ� -*

'��- 0����	����� �������� �	� S8 
�	� �����)���� �&� ���&���&� pλ� -*

'��4 0����	����� �������� �	� S8 
�	� �����)���� �&� ���&���&� pλ� -5

'�� 0����	����� �������� �	� S9 
�	� �����)���� �&� ���&���&� pλ� -5

'�!; 0����	����� �������� �	� S9 
�	� �����)���� �&� ���&���&� pλ� --

'�!� 0����	����� �������� �	� S10 
�	� �����)���� �&� ���&���&�
pλ� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � --

'�!! 0����	����� �������� �	� S10 
�	� �����)���� �&� ���&���&�
pλ� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -4

'�!$ ?�@� ?#@ :������ )1	� �&� ��2�� ��� pλ ��� �	� S2� ���� λ = 0.37
��� λ = 0.36� ����
���,&�� ?�@ �� ,&��� [−0.15, 0.15]×[−0.15, 0.15]
��� %,������ ?#@ ����),�� ��� ��� ��� ������ )1	� ��� �����
������ /��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � - 

'�!' ?�@� ?#@ :������ )1	� �&� ��2�� ��� pλ ��� �	� S3� ���� λ = 1.96
��� λ = 1.93� ����
���,&�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4;

'�!* ?�@� ?#@ �� ,&��� [−1, 1] × [−1, 1] ��� [0.1, 0.4] × [−0.15, 0.15] ���
%,������ '�!�?#@� ����
���,&�� ���/�������� �	 �)
	 �&� ξi ���
����),��� �	� ���
	 ����	 )1	� �	� ��������	�	� ��2�� ξ1� � � � 4;
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'�!5 ?�@� ?#@ :������ )1	� �&� ��2�� ��� pλ ��� �	� S4� ���� λ = 3.17
��� λ = 3.14� ����
���,&�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4�

'�!- ?�@� ?#@ �� ,&��� [−1.5, 1.5]×[−1.5, 1.5] ��� [−0.15, 0.15]×[−0.15, 0.15]
��� %,������ '�!$?#@� ����
���,&�� ���/�������� �	 �)
	 �&� τi ���
����),��� �	� ���
	 ����	 )1	� �	� ��������	�	� ��2�� τ1� � � � 4�

'�!4 ?�@� ?#@ :������ )1	� �&� ��2�� ��� pλ ��� �	 �)��/� S5� ����
λ = 4.3 ��� λ = 4.15� ����
���,&�� ?�@ �� ,&��� [−0.4,−0.1] ×
[−0.15, 0.15] ��� %,������ ?#@ ����),�� �	� ���
	 ����	 )1	� �	�
���
����� ��������	�	� ��2��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4!

'�! C�&������� �������
��
	 �&� ��2�� �&� �1�
�
�&� qc(z) = 0 ���
qλ(z) = 0� ����
���,&�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4$

'�$; ?�@ 0����	����� �������� �	� S2 
�	� �����)���� �&� ���&��9
�&� qλ� ?#@� ?�@ �� ,&��� [4, 9] × [−2.5, 2.5] ��� [0.115, 0.215] ×
[−0.05, 0.05] ��� %,������ ?�@� ����
���,&�� ������2��� 
���� ��9
��� Mandelbrot ��� �	� S2� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 45

'�$� ?�@� ?#@ 0����	����� �������� �	� S3 
�	� �����)���� �&� ���&9
���&� qλ� ?�@ �� ����/��� ,&��� [4.5, 6.5]× [3, 5] ��� %,������ ?�@
���������� )�� 
���� ����� Mandelbrot ��� �	� S3� � � � � � � � 45

'�$! ?�@� ?#@ 0����	����� �������� �	� S4 
�	� �����)���� �&� ���&9
���&� qλ� ?�@ �� ����/��� ,&��� [3.5, 5.5]× [4, 6] ��� %,������ ?#@
���������� )�� 
���� ����� Mandelbrot ��� �	� S4� � � � � � � � 4-

'�$$ %���� Julia �&�� ������2����&� ��� ��� f3(z) = z3 − 1� 
������9

�&� König 
�� ����/��� ,&��� [−1, 1] × [−1, 1]B ?�@ �)��/�� K3�
?#@ �)��/�� K4� ?�@ �)��/�� K5� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  �

'�$' %���� Julia �&�� ������2����&� ��� ��� f4(z) = z4 − 1� 
������9

�&� König 
�� ����/��� ,&��� [−1, 1] × [−1, 1]B ?�@ �)��/�� K3�
?#@ �)��/�� K4� ?�@ �)��/�� K5� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  �

'�$* :������ )1	� �&� ��2�� �	� f3(z) = z3 − 1 
�� ����/��� ,&���
[−1, 1] × [−1, 1]B ?�@ �)��/�� K3� ?#@ �)��/�� K4� ?�@ �)��/�� K5�  !

'�$5 :������ )1	� �&� ��2�� �	� f4(z) = z4 − 1 
�� ����/��� ,&���
[−1, 1] × [−1, 1]B ?�@ �)��/�� K3� ?#@ �)��/�� K4� ?�@ �)��/�� K5�  $

'�$- ?�@ 0����	����� �������� �	� K3 
�	� �����)���� �&� ���&��9
�&� pλ� ?#@� ?�@ �� ����������� ,&��� [1.47, 1.51] × [−0.02, 0.02]
��� [1.95, 2.05] × [−3.35,−3.25]� ����
���,&�� ��� %,������ ?�@ �9
���������� 
���� ����� Mandelbrot ��� �	� K3� � � � � � � � �  5

'�$4 0����	����� �������� �	� K4 
�	� �����)���� �&� ���&���&�
pλ� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  -

'�$ �������
��� �&� ���	����)�&� %,	���&� ?�@ ��� ?#@� ����
���,&��
����������� 
���� Mandelbrot ��� �	� K4� � � � � � � � � � � �  -
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'�'; ?�@� ?#@ 0����	����� �������� �	� K5 
�	� �����)���� �&� ���&9
���&� pλ� ?�@ �� ����/��� ����������� ,&��� [−3.3038,−3.3016]×
[−1.0784,−1.0762] ��� %,������ ?�@ ���������� )�� 
���� Man-
delbrot ��� �	� K5� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  4

'�'� ?�@� ?#@ :������ )1	� �&� ��2�� ��� pλ ��� �	� K3� ���� λ = 1.51
��� λ = 1.492� ����
���,&�� ?�@ �� ,&��� [−0.4,−0.2] × [−0.1, 0.1]
��� %,������ ?#@ ����),�� ��� ��� ��� ������ )1	� ��� ��������	9
��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   

'�'! ?�@� ?#@ :������ )1	� �&� ��2�� ��� pλ ��� �	� K4� ���� λ = 3.34
��� λ = 3.33 ����
���,&�� ?�@ �� ,&��� [−1,−0.8] ×[−0.1, 0.1] ���
%,������ ?#@ ����),�� ��� ��� ��� ������ )1	� ��� ��������	���
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �;;

'�'$ ?�@� ?#@ :������ )1	� �&� ��2�� ��� pλ ��� �	� K5� ���� λ =
−3.303 − 1.079 ı ��� λ = −3.303 − 1.0776 ı� ����
���,&�� ?�@ ��
,&��� [−0.122,−0.022] ×[2, 2.1] ��� %,������ ?#@ ����),�� ��� ���
��� ������ )1	� ��� ��������	��� ������ � � � � � � � � � � � � � �;;

'�'' :������ )1	� �&� ��2�� ��� fn(z) = zn − 1 
�� ����/��� ,&���
[−1, 1]× [−1, 1] ,�	
����������� �	 
�����	
	 LaguerreB ?�@ n = 2�
?#@ n = 3� ?�@ n = 4� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �;*

'�'* :������ )1	� �&� ��2�� ��� fn(z) = zn − 1 
�� ����/��� ,&���
[−1, 1]× [−1, 1] ,�	
����������� �	 
�����	
	 LaguerreB ?�@ n = 5�
?#@ n = 6� ?�@ n = 7� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �;*

'�'5 %���� Julia �	�� ������2����	� ��� �&� fn(z) = zn−1� 
�����	
	�
Laguerre 
�� ����/��� ,&��� [−1, 1]× [−1, 1]B ?�@ n = 2� ?#@ n = 3�
?�@ n = 4� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �;5

'�'- %���� Julia �	�� ������2����	� ��� �&� fn(z) = zn−1� 
�����	
	�
Laguerre 
�� ����/��� ,&��� [−1, 1]× [−1, 1]B ?�@ n = 5� ?#@ n = 6�
?�@ n = 7� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �;5

*�� " ������� ����
��
	 ���� %�%�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� 

*�! " ������� ����
��
	 ���� %�%�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!;

*�$ " ������� ����
��
	 ���� �����)�	� %�%�� � � � � � � � � � � � � �!!

*�' " ������� ����
��
	 ���� �����)�	� %�%�� � � � � � � � � � � � � �!$

*�* (�� ���������� ���#�)� ��� /����������� ���� %�%�6�� � � � �!*

*�5 <�������� ��� Cabinet ���#�� ��� /����������� ���� %�%�6�� �!5

*�- " ������� ����
��
	 ���� ��%�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!4

*�4 " ������� ����
��
	 ���� ��%� 
� ����)� 
��������)���� � � � �! 

5�� ��� �������� 
���&� D
�������
� ����E ��� ����2��
� ��� ,�9
�� �����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$$
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5�! ��� �������� 
���&� D
�������
� ����E ��� ����2��
� ��� ,�9
�� �����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$'

5�$ ��� �������� 
���&� D
�������
� ����E ��� ����2��
� ��� ,�9
�� �����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$*

5�' ��� �������� �����&� Hilbert� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$5
5�* (�� ���������� ���#�)� ��� ���
�� ��� �� 0%% ��� ����/���9

����� 5�!��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$5
5�5 Cabinet ��� ��������� ���#�� ��� ���
�� ��� �� 0%% ��� ��9

��/�������� 5�!��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$-
5�- (�� ���������� ���#�)� ��� ���
�� ��� �� 0%% ��� ����/���9

����� 5�!�!� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$-
5�4 Cabinet ��� ��������� ���#�� ��� ���
�� ��� �� 0%% ��� ��9

��/�������� 5�!�!� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$4
5� (�� ���������� ���#�)� ��� ���
�� ��� �� 0%% ��� ����/���9

����� 5�!�$� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$4
5��; Cabinet ��� ��������� ���#�� ��� ���
�� ��� �� 0%% ��� ��9

��/�������� 5�!�$� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$ 

-�� �� �/�� 
���� Julia ,�	
����������� ?�@ �	� ��0 ��� ?#@ �	�
��0�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �''

-�! ?�@ A0�� 
���� Julia ��� ?#@ �� 
���� Mandelbrot ,�	
��������9
��� �	 �%%� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'*

-�$ ?�@ A0�� 
���� Julia ��� ?#@ �� 
���� Mandelbrot ,�	
��������9
��� �	� �%(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'-

-�' ?�@ A0�� 
���� Julia ��� ?#@ �� 
���� Mandelbrot ,�	
��������9
��� �	� �0�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �' 

-�* 0����	����� �������� ?�@ �	� S2 ��� ?#@ �	� S3 
�	� �����)����
�&� ���&���&� pλ� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*;

-�5 �������
��� �&� ���	������&� 
,	���&� ����������� 
����
Mandelbrot ��� ��� S2 ��� S3� ����
���,&�� � � � � � � � � � � � � � �*�

-�- ?�@� ?#@ 0����	����� �������� �	� S4 
�	� �����)���� �&� ���&9
���&� pλ� ?�@ ���)���
	 ���� �����,�� ��� %,������ ?#@ �����9
����� )�� 
���� Mandelbrot ��� �	� S4� � � � � � � � � � � � � � � �*�

-�4 0����	����� �������� ?�@ �	� S2 ��� ?#@ �	� S3 
�	� �����)����
�&� ���&���&� qλ� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*!

-� ?�@� ?#@ 0����	����� �������� �	� S4 
�	� �����)���� �&� ���&9
���&� qλ� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*!

-��; A0�� �������
������ ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*$
-��� A0�� �������
������ ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*'
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	������ �������

*�� < ��/���� ��� 0%% ��� �	 %�%�6� ��� ����
����
�	�� 
��
����/����� *�'��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!*

5�� < ��/���� ��� 0%% ��� ��� ����2��
�� ��� ,��� ������� ��� ��9
��
����
�	��� ?�@ 
�� ����/����� 5���� ��� ?#@ 
�� ����/�����
5���!� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$!

5�! < ��/���� ��� 0%% ��� ��� ����2��
�� ��� ,��� ������� ��� ��9
��
����
�	��� ?�@ 
�� ����/����� 5�!�� ��� ?#@ 
�� ����/�����
5�!�!� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$*

5�$ < ��/���� ��� 0%% ��� �	 ����2��
� ��� ,��� �����	 ��� ����9

����
�	�� 
�� ����/����� 5�!�$� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$4
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" �������� �	� /�����#�� ����),�� /�� #�
��)� )������F �	 /������� �	��� ���9
��	������ ����/&� ��� ��� �������
�����)� 
������
���� 0��
	� ����),�� /��
#�
��� ������� ��� �	� ������ �������
��
� ����F ���� ���������� ��� �� ���9
���� 	���������� ������
���

" /�����#� ,&��2���� ��������� 
� /�� �)�	� ����� �&� ����&� �����)������
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König ��� Laguerre. <� �����	����)� �)��/�� /�� ����� ������ �� ��� �������

������
���� ��/��� ������)���� �
�� �������#�������� �� ��� �/	��
��� 
���
��2�� ������� �1�
&
	�� 0�� ��������� ��� ���&������ �1�
&
	� ���� �� �����9
	����)� ���)� �)��/�� ����� 
����&� �	�)� 
������
���� %�� /������ �)��� �	�
/�����#�� �������� ��� �������
�����)� 
������
��� �����#���� �� ������ ���9
����� )��� ���������� ����� ���
������� ������������ /�/��)�&� ��� �� ������)�
����
��
��� ���� ,�	
������������ ��� �	� �������
��
	 ��
���� ����&� �� 	�9
�������� ������
��� ��&� 
���)�&�� ���
������ /)�/�&� ��� �&��

���� ��� ������ ��� �	
���	��� ���#)����� ��� �� ����� 	 ���
�	����9
�� ��� ����/��	
	 #����� ����

����� �	 :� 0���������I(��� ����	�&��
6��	������ 
�� ����� ���	������� ��� ������
�	���� ��	���� 6����� ��� /��
�������� ��
� ������ �� )����� �����	 	 �����	���� ����/� ��� /��� /��� 1���9
�	
� �� �������� 
��� ��,)� �	� /�������� ��� A ; 
�� ���&
�� ��A ������ #����
����� ��
� 	 ���
�	������ �
� ��� 	 	���� 
������
��
	 �	� :���	� ���A �	 �	
/������� �����	
	� �	� /�����#�� ���� ��)��
�	�

< G��,� G��,��	�� 0�������� 6��	�	��� ��� ��������� ���� ������� ���
��)�#� &� ���#)�&� ���� ���������� ���� ������ " 
��#�� ��� ���� ���� ��
���� ��� /��/���
���� /��������&
	� " ��)�	 ���� 
,�/�� ����&�)�	� /�����#��
����� ������ ������	 /�����
�� ��� � 7��	� ���)�&
� ��A ����� ������ ��� ���
������� ,���� ����



�
�

�
�

�
�

�
�

xvi ��������

�� G����� %,���� ��� �������� %��)/��� �	 ��������� /�������� ��������
)��� ,��� �������&���� ����1� �&� ���
�	���&� ��� �
,������� �� �)���� ,�9
��� ��� ��������	���� �� �������� ��� �  $ �����
� �	� DH�,�E ����� �&�

���/��&�� ��� ���
J� ������	� 6��	�	�� 
�� ����� ���	������� ��� ������9

�	���� ������ ��� �����&
��
�	�� ��)
&� ��� �	� �����/���	�� �� �	� �����
����#��� ���� �)��� �����	�)�� ��� ���� 	 �����	���� ���/� ��� 
������
,��
��� 
�	��2�� ����� ��� ��&���������� ��� �	 ,��� ���� ��
�� /	��
���������� ���

� ��� ��� ���
�	�����)� ��/	�
��� ��� ���),��� <� ���/��1��� ��� �� /�����
���
��� ��
�� ���� ���� �������& ��� ���������

�� �������� ���� 
��)/��� �� �����2�� ��&� ��&,� /�,&� �	� �1),��
�
���
&�����	�� ��� K� L���	� 6��	�	�� 
�� ����� "�������&� �	,������
& ��,������� 8�����
��� ��� ������
�	���� ������� (�� ����� ��,��� ���
� ��������� ����� �&� ��������� �&� 
���/��&� ����������� �1A ������� 
A
����� ��� �� ��� ����2�� �� 
���/��� ���
�	������ ��� 
��������� ��� )���� "
)�����	 ���
����1	 �	� �����	����� ����
��� ��� ��� ��� C����	 L���	 ���� ����
�� 
������
���� ��� ��)���

�� ����� ������
�	����� ���	�� ���& 
���� "38 �� /�/�,�	�� ��� ��� C�
6�������2�� 6��	�	�� 
�� 7��������� ������
������ " �����&�)�	 ��� 
�����9
�	�)�	 
�)H	 ��� ����� ��� 	 ���
	 
�	 /�/�
���� ��� )����� ��)
&� /	����� 
A
���� ���� ��&������� ����	�)�� " ����
��
��	 ��� ��� )/��1� �� ���� �� ,�����
����� ��� 
	��������

�� ��� L� ��
���� 6��	�	�� ��� ��������� ��&��2���
�� ��� �� �  � ����
����� �������,����� ����	���� 0���� ��� ���� ����� ���	�	�)� ���� � ������ ),��
����������
�� �	� ������ ��� �� ����	���� ��� ,����� �),�� 
������ <� ��
��,��
�����	��
��� ��� �� #���	
�� ��� 
�	 #���&
	 �	� /�����#���

�� ��� %���� G��/&��/	� 6��	�	�� ��� ��������� 
�����	������ �	� ���9
,� ���� �	� ����� ����&�� �� #�#�� ��� ��� ������
�� ��� ��/������ �����
Academic Press 2	������ �� ��1���� ��� ����� 
�	� ����	�� �� �� fractals. ��
��/���)��� ��� 	 �����
�� ��� &� �)�� �	� ��������� ��������� ��� �� ����
�/����)�&��

C�� �	 
������� �	� /�����#�� ,�	
��������	�� �� 
�
�	�� ���1����
��� ���9
�)��� LATEX� < (�� :� ������� �� #���	
� ��� �	� ��������	 ������
� �	��
�� 
,����� �	� ��
��&���� ����� ��� %,������ �� ����,�	��� �)
& ��� ���9

��������� Mathematica�� ,�	
����������� ����������� ��� �� M$4N� C�� �	�
��������&�� ��� %,������ � ,����
������ )��� HP Scanjet II C. A<� �� ���9
���� 
,����� ����,�	��� �)
& ���
������ �� ����� �����	
� � 
������)�� ��
�	 #������ �&� �������,����� ����	��� L� ������������ ��� �2��#��� ��� %��
C�&������ ����� �&� �������
�&� ��� ����)������ 
�� 6������ -� <� ������9

�)� ��� ,�	
��������	��� ����F Microway 486/66, Mac el PII/233 ��� Axil 210.
" �����&
	 ��� ����)��� )���� 
� )��� HP Laserjet III, ��� �� )�,�&�� 
,�����



�
�

�
�

�
�

�
�

�������� xvii
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Summary

The subject of this dissertation belongs to the field of knowledge of Fractals and
Chaotic Dynamics. Its main contribution is in the construction and study of
fractal sets which appear mostly from rational iteration functions as well as of
fractal mappings and curves which appear from iterated function systems. Its
goal is both the theoretical study and the computer graphics representation of
the above mentioned constructions.

In the first three chapters we simply present the existing theory of complex
analytic dynamical systems. In the fourth chapter, we make a profounder study
of Schröder, König and Laguerre iteration methods in both the dynamic and
parameter spaces. We first examine the Julia sets of these methods which are
constructed to converge to the nth roots of unity and, subsequently, these roots’
basins of attraction. We also show that the Julia sets of the Laguerre function
are fractals only for n > 4. Then, we present a new algorithmic construction
to compute inductively all of the Schröder and König functions’ terms; by the
same construction we maximize the computational efficiency of these functions
associated with a one-parameter family of cubic polynomials. We examine also
the orbits of all free critical points of the Schröder and König functions as applied
to the one-parameter family of cubic polynomials mentioned above. As far as
the dynamics of the Laguerre function in the complex plane is concerned, we
demonstrate and graphically verify the non-existence of attracting cycles which
trap an iteration sequence associated with the one-parameter family of cubic
polynomials. Additionally, we observe the behaviour of the attracting additional
fixed points of Schröder and König maps which lead to pathological cycles, that
is to points or cycles which do not correspond to the desired roots. Moreover,
we study the dynamics of the Schröder method as applied to a generalized one-
parameter family of biquadratic polynomials.

In the fifth chapter, we study fractal functions which are useful for interpo-
lation purposes, for image compression and for the production of space-filling
curves. Firstly, we are concerned with two and three-dimensional fractal interpo-
lation functions that we use in the sixth chapter to construct some space-filling
curves. These curves arise either as attractors of an iterated function system or
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xxii Summary

as the projection of their graphs. We determine the conditions that a vertical
scaling factor must obey to model effectively an arbitrary function. We then
introduce polar fractal interpolation functions as one fractal interpolation me-
thod of a non-affine character. Finally, we prove that this attractor has the same
Hausdorff dimension as the polar one. In the seventh and final chapter we refer
to several algorithms that construct the fractal sets presented in the previous
chapters.

%,��� �F 0��
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�	��� �	� ���,�� �����	� /�� )/��1�� ����� ��/���)���
��� �� ����������� ����� �����)�&�� �� ���	������� ��� /	������	
�� �� D�)����E
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?�@ ?#@

%,��� !F " �����	 Hilbert ?�@ 
��� /�� ��� ?#@ 
��� ����� /��
��
����

���� �� ����	
�� 
���/���� /���� �������
�� ���/��1	 ��� � ��
��� �&� �������
���	������� �������#��� )��� ����� /��������&�� �� ������ 1�������
�� ����
��� ��� �),�� ���� ����
����� /��)� ��� ��,�� �����	�	��� 
�	 ��
	�

A0�� /)�/��� ��� ������� ��� �� �����	��� ������������ ����� )��� ������ ��
��/�� ��� �)���� ��� ��� �������� 6��������� A<�&� )�� 
������� )��� #��,���
��� ����� ��� )�	���� )��� ���1���F ����� ��� �������#�������� 6�� ��&� /��
����,��� /�� ����� /)�/�� ���� /�� ����� 
������� <��� ����,��� /�� #��,��� /��
���)�� /�� )�	���� /�� ���1��� �&� ����&� 	 ����� ��� �� /��
��
��� 
���������
�����&��

< ��
��� ���& ��� �������� �� ���������� �	� ������ ��� 
� ���� ������� 
��
��� ����� ���� /)�/��� ?%,��� $?�@@ ��� ��������2���� 
� ��������� �������� ���&

� ���� ��� ��/�� ����� � ��
���� ��
��� �����
��2���� /���	������ &� )��
#���� �	 ����	 ��� ��,������� 
�� )�� ��� ��)�	� ?%,��� $?#@@ ��� ����������
�� �/�� 
,��� 
� ���)�� ��� �� ������� ���� ��&� 	 �����
	 ��� ��/��� ����
����)��	 �)
� 
��� �/��� ,&��� �)�� ?%,��� �@� ����	 ��&� ��� �� �� ���
���� /)�/��� ����2��� �� ��������� ��� �/��� ����� 
�	� �����������	�� �����
/���������� ����1� ����� C�� �� �	 ���
���� ��� ���� ,������ �	� ���/���� ���
����#��
�� �&� ������&� ��� ������� ��� �������/��� ��� ������������ " ��
	 �����
������ ��� ������	 ��� ���� �	� ),��� &� ���� �������H�� �� ���
��������

�� 	 ��&������ �	� ��
	� ���� 0����/���� �� ���� ��� ����� �� �������9
,��� 	 ��������	�� ���� ������ �� �	 #������ �������� ������&�� ���&�� ��#&��
���&� � 
������� /	�/� ��������)�&� �� ��)���� ���� �	� /��
��
	�� G� ���9
���
��� �� 2&�����
���� �	� �����)���� ���� �)���� � �	� �������� ���� #������
��������2����� ����	 ��� ��� #�������� �����)����� ,&��� ���)�� ���#	��� A<9
�&� �� �������� /�� ����� ��
� ���� C�A ���� ��&��
�&� �� ����&�	�����F ��
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?�@ ?#@

%,��� $F ?�@ A0�� /)�/�� ��� ?#@ )�� ��� ��)�	��

����� /��
��
	P

8���,��� ������� ���
��� �	� /��
��
	�� ���A )��� ��� ���� ������� #�
�2����

� ������ /���������)� �/)���

< ������ 
,���2���� �� �� ����� �&� 
��������)�&� ��� ����������� ��� ��
���
/����
��� �� #�#����	�� 	 �)
	 ���� 
	������ %�� ,���� ����� � �������
�
����� �� �� ����� %�� �����/� ������ /�� 
��������)���� ��� 
� ��� ������
,����2���� ��� ���� 
��������)�	� �� ����� �	� )������ � ,���� ����� ���/��
������
�� �����/� /�/��
���� ��� 	 ������ ����/��
���	� %������� 
���&�� �A ����� ���
���
��� 	 /��
��
	 ����� ������� ��)����� ��������

A0��� /������� ������ ���
��� �	� /��
��
	� #�
�2���� 
�	� �������	
	 ����
��� �� ,&��
���� )�� 
,��� 
� /�� �
��/��� �������� ����� �� �����)
���� )��

���� ��� ������ 	 /��
��
	 ����� ���� � ��������	� C�� ����/������ ��� �� ,&9
��
���� ��� ������ ��������� )�� 
	���� �	�� C�� �� ,&��
���� )�� �����/� 
,����
�� ��#���� ���� ����� ������� �����	�� ��� )�� 
����� �� ,&��2���� ���� ���
���������� 0���)�&� 	 /��
��
	 ������ �� ���
��� ����&����F ����
���,�2���� �	
/��
��
	 ; 
A )�� ����/��� 
	���� �� ����������� 
� �����/����� ������
�)�� �
������ �� ������
��� 
����� " /��
��
	 ������/����� ��� 
����� ����)9
����� ��� ����� ��������	 ���� � ��� �	 /��
��
	 ��� 
����� ��� �� ,&��2�� 
�
/�� 1)�� �������� ���� �	 /��
��
	 �	� �����2���� ��������� � ���������� ���
����� ������� ��)����� ��������

A0��� ������ ���
��� �	� /��
��
	� ��������� &� �)��� ��� �� 
,����� #����
������	��� ��� D���,��	���E ��� ����
���,�� 
�	 /������	�� ���� 
,������ ��
������#���� ,��� ��� 
� ����� ������&
	 /�� ������ �� ����� ���������� ��� �	�
0����/��� /��
��
	 ��� ����
���,�� ,���� ���� #��
����� �� 
,���� " /��
��
	
���� ������ �� �	� ����� ��)����� ����������� ������� ��� �����2���� Hausdorff–
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%,��� 'F " �����	 Hénon ?�������
������ /��
��
	 ��!5@�

Besicovitch ��������� C�� ����/������ 	 ��,��� ��� ����
���� �� �	 ������ 	
����� �� ��� �������� ��� �� ����
�� �� �����/� ��� ,������ ��� ),�� Hausdorff–
Besicovitch /��
��
	 ����� �����
� 
�� � ��� �� !� A<
� ����

����� ����2��
�� ,���� ��� �� �����)�� ��
� ��� ����� 
�� ! #��
����� 	 /��
��
	 �	� �������
���� ����
���,&�� 
��� ,��� �� ��,��� ��������
��� �&� ����&� 	 Hausdorff–
Besicovitch /��
��
	 #��
����� ����1� ! ��� $� " Hausdorff–Besicovitch /��
��
	
����� )�� 
	����������� ���� ��)� ���)�� �����
��� �)����� �&� ��
���� 
�
�	9
���&� ?#� %,��� '@� 0�� �)��� �������� �� �	� ������
���� �)
& /�����&�
��&�	����� ����)&� ?#� M5'N� M�*!N� M54N@�

�� ����)����� ����� 
�� &���� ��� 
,����� ��� �� /���� 
� �� ��� ,�	
�9
�������

0/� ��� ��� ,����� ),�� ����� �� ���#	�� �	� �)��	
	� ��� ������ �&�
����� ��� �&� 
����&� ����1� ,&���� �/����)�&�� ���� ���
���� �� �� ������9

���� �� ����	 ����#���� %�	� ������&
	 ��&� ������&� 
,	���&� 	 ������9
���� /�� ������ �� ������
��� ����/�� ��& �&� ���� ���� �&���� ��� ������
	 /��/���
�� �)��	
	� ������� D������E ,����� �� �� ����� ���� ���� ��� ����
�	 �)��	
	 ��#������ ��������	 ����/� ������ ?��,� ,��� ��� /���� ���� ,
��
�����@ #��
����� �� ��� ��������� �������

��� �)� ����	H	 ��� �	 ��
	 ��
����� �� ��&����� �����&���� ���	�������
Benoit Mandelbrot� � ������ 2�� 
����� 
��� "��� �� ����� ��� #�#�� ��� ��/�9
�	�� �� � -* 
�� ����� ��� �� � -- 
�� ������ ?#� M�;5N@� 
���)���&�� ���
���	������ ��� ��
��� ����/������� ��� �� ���)
�	
� ����� ����� �&� ���
�	��9
�&� ��� ��� ��
���� " ��������	 ��&� �����,�� ��� ���� ��� �� 
��)/�
� ���
�����	
� )�� ����� ��� �� �����

�� ����������� ��� ),��� �	 ��)���� /��
��
	 I � ����� �� ����������� �&�
����&� 	 Hausdorff–Besicovitch /��
��
� ���� ����� ��	
�&� ��������	 �	� ��9
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	� I �����
�	��� ��� ��� Mandelbrot, fractals� " )1	
���)�,���� ��� �	 ������� )1	 fractus ��� 
	������ 
��
�)���� ��������
�)����
����
�)���� (������ ���� 
�	� �	���� ��

� /�� ����,��� ��)� ���)�
���/�/����� &� �������
���� ?�������
������ 
����@� ���
,�/� � ��
��9
������)�� 0���� �� ,�	
���������� ��� �/� ��� 
�� �1�� ��� ����� ����

%���&�� ����� �� �	 ��&��� �&� �������
������� 
���&� 	 ���
	 �	�
C�&������� D�� ����� �&� ����� ���� �����,�� ����� ��
� ,��������E ����� ��9
��
�)�	� ��� 	 ���
	 D�� ��#�/�� �	� �/��� �����,�� ����� ��
� ������&���� ,�9
�������E 
���,�2�� �� ����� 
&
��> ���� ��� /��,��� ��� 	 )����� ��� ������ ����
��
������/��� �����	� /�� ),�� �/������� ��	���

(�� 
,����� �����2����� ������ �� �� )�� ��� �� /�� ����� ��������� ���
��� 
� ���)���
	 � 
� 
������
	� A0�� �������
�� ������2���� ���
	� ��� ��
������� �	� ����������	���� /	� ��� ����� ��� 
�	� �����&� ����	 ���)���
�
���� ��������� )�� ����� �� ���� 
,��� ?#� M�;�N� M�*;N@� �� ������� ����
������),�� �	� )����� �	� D���/�����E� ����� � ������
��� ���2�� �/� �� ��� ����

�
������ ��&� �� �����
����� ��� ��� ������ � �� �	�
����� ��� ��� �
��������
.�#��&�� ���� ������
��� ),�� 
�	 /����
� ��� )�� ������
�)�� ����� ��������
A0�
�� ���� ��� ����� ����� ������H�&�� �� 
���� 
��������
	� ��	���2��
��
� ��� ��� ������
��� �
�� �� ����)�
�� ����� 
,�/�� �,�	
���

" ��������	 /��/���
�� 	 ����� ����������� ���� �	 /	�������� �)���&� ��/��
�������
���&� ����� 	 D�����	H	E � 	 
������	 ���� ���� D���/��
	E� ���9
������ ���� �����	������ /��/���
��� 	 ����� ��������2���� �� ��� �����������	
�	,��� ����������	 ��� ����� ����/��� 0�
��&��� 9 0��1����
��� 9 01��&����
��� 
��������� ��� 
�	 ��&��� �&� /�������� 
�
�	���&�� A0�� �������� �������
����� ������� )�� 
���� 
���,��&� ��2� �� ��� 
,)
��� ��� ����,��� ����1� �����

< Mandelbrot �
,���2���� ���� ��&� �� 
,����� �	� ����/�
����� ��&�������
����� � ��
���� ������ �������
��
	� ��������&� ����
����
���&�� )�
� ��� ��
�������
�����)� ������� ����� � ��
�������� ������ �������
��
	� �����9
�&� ��������)�&� ��� ������2����� 
�	 ��
	� ��&� ������� ����� ������ /)�/���
A0�
� �� �������
������ 
���� ),��� /��� �1��F &� �����,���� �����������
��� &� )��� ������ �������
��
	� ��
���� 
�	��� ?#� M�!5N� M�!�N� M�$$N@�

%�	 
	������ ���,� ),�� �����&��
��� 	 
	��
�� �	� �������� &� �� ,�	
�����9
�� �)
� ���������� ������&� ��	�	�)�&� 
,)
�&�� ���� ����&��� ,�	
���9
������ �	� ��
�	
	 ��� &������ �,� ��
� ��� �	� ������
	 �	� �������� ���� ���
�	���	�� ��� ��� �	� ������	
	 /�����&� ��
���� /�����
���� A0��� ��A ���� 
	9
������������� C�������� ���	��������� � Hermann Weyl ?#� M�-'N@� )���F D��
�	� ����
�� ��� ���
���� �� �������
& �	� ������ �� �� &����� A<��� ��&� ��)9
��� �� /��)1& �� )�� � �� ��� 
����&� ���)�& �� &����E� ��� �)����� ���
���
�	��2�� ��� 	 ��
�	
	 �	� ����1	� 
���)����� ����1� ���
���	� ��� �),�	��
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���� ������2����� �� ��� ��
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��� ��9
���
��� ���	������� ������)�&�� ��&� 
�	� ���#�H	 �������� 
�
�	���&� ���

�	� ��1	
	 � ���&
	 �&� �	��
���� 
� �����/� ��������� ?�,� 
� ���� ���
/	������������ ��� 
���	 � ����	@ ����� ��� 
� �������� 	�����,	���� �������
��� 
� ��
&����
��� ���,������ ��� /��,�
	 ?#� M-!N� M$$N� M'�N� M$;N ��� M�**N@�
0��
	� ������� �� ,�	
������	���� 
�	 .������ ?#� M�$-N� M�$4N� M�!;N� M -N@�
C�&������ ��� �/����)�&� 
��� �	�������&���� &� �)
� 
�����
	� �����&� ��� �	
����/�
	 ��� �������
���� ���� ?#� M!;N� M-5N ��� M--N@� 0��
	� �������
�����)�
����)� /�)���� �� 
����� 2���&� ������
���� /������� �� 
,��� �&� ���������
��� �������� 
�
�	���&�� �),�� ��� 
�	� �������� �&� �
�)�&� ��� �&� ���1���

�� 
����� 
��������� 	 ����� �����

%�	 ��
	 ����� �)�� ����� ������	
	 �&� ��/���� ��� �� ����� ����� �������9

������� ���� ���� �����)� ��� ���������� ����,��� ���� 
��� �/���� ��
�� �&�
���	������� ?#� M�$'N@�

�� 
,)
	 ),��� ���� 	 ��1	 ��� �� 7��� �A �� ����P

G�&�	������ �� �)�� ������2���� ���&� ��� �� �������� %�	� ���1	 ��&�
����,��� ����)� �#�#����	���� ��&� ����� �� ��� ����� 
������ ��� �������� 
�
�����
���� 
������ �� ����� ���� ����
)�,����� 
���� ������
���� �������� 
�	

��),��� ��)�� ��� ��������� �� ����)�
��� ���� ��� 	 
���������� ��� ���
��)�	 ������)��� #��,������
�� ����� ���#)H��	� /	� ������������� ����
�����
����������
�� �	 ���#)H��	� /	� ,��/	��

%����� �	� �����	����� �����,�� ��� 7���� ������ �������� 	 ���
������ �1�9
�	
	� �	� ������� ����#�
	� ��� �	� ��1	 ���� ���� ��� ����
����&�� " )�����
��� 7���� 
��/)���� ���
� �� �	� )����� �	� ���#�������	���F ��� ��������� ��9
,��)� ����)
��� ������� �� �����H��� ��� /���������� 
������
���� ?#� M�-�N�
M�-;N� M�-!N� M�54N@�

�� ������� ���� ��,� ����	���� ���� ��� )��� ����� ������� � C��� ��9
�	������� ��� ���
���� Henri Poincaré (1854–1912): D��� ��,�
�	 ����� ���
/�������� �	� ���
�,�� ������ �� �����)
�� )�� 
	������� ����)�
��E� ������
��� ��,���� 
� ������
	 �� �	� D�����������E ��� C��� ���	������� ��� �
���9
����� Pierre Simon de Laplace (1794–1829)� �� ����/�1� ��&� ����� ��� �� 7���
������ �� ����,��� ��� �������������� /	� ��� 
�������� �������� �� ������ /��
������),��� 
���,��� ��,	��

< ����� �	� �����	� ���#�������	���� 	 ����� ���&����� �,���
��� 
�����9
��� �	� ������������� ),�� ������������ %����� ��
������� ��� �� )������ D�����	
�����������E ��� D��,��� ����#��E �,� ���� /�� ��������� 	 ��� �	� �	� ��
������� �� 
������,��� ��� ��� 	 
������1	 ���� ������� ���� �	� ��
	�� "
G�&��� ��� 7���� ��� 	 C�&������ �&� �������
���&� ����)������ ����#�� 
��
�)�� ����� �	� 
������1	� ��� 	 
,)
	 ��� ����,�� ����1� ���� /�� ����� ������

����&������� AK
&� � �������� ������ ��� �� �����
�� ������ �	 
,)
	 ����
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������� 4

����� �� ��� ��� 	 C�&������ �&� �������
���&� ����� 	 C�&������ ��� 7�����
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�

�������� 	

�������� ������� ���	�����
	������

%�� ������� ���� 
���H�2���� &��
�)��� #�
��)� )������� �� ������ �� ������
,��
���� ���� �	� ������1	 ��� �)����� �	� ����
��� ���� G�&����� ��� � ���9
���
�	� ����� �1�����&�)��� �� ������� ������/��� )������ ����������� ����
	�
� C������ ���������� ��&� �� ��������� �� ���������� ,���� ���� C�� ����

���9
��� �	�������� ��� ��� �)����� �����)������ ��� ��/���������� ������
�	 
��
M!N� M$5N� M�';N ��� M�5 N�

��� ����������	�


%������ �>�>� �������� (X, ρ) ���	 ������	 � �	! x ∈ X ��� ε ���	 "�����	
���������	 ��"��	� #� ������

D(x, ε) = {y ∈ X : ρ(x, y) < ε}
�������� �������� /�
��� ������ x ��� ������	 ε $�	 ��	 �� ������ ρ%! �� ������

Δ(x, ε) = {y ∈ X : ρ(x, y) ≤ ε}
�������� ���
��� � ������� /�
��� ������ x ��� ������	 ε $�	 ��	 �� ������
ρ% ��� �� ������

K(x, ε) = {y ∈ X : ρ(x, y) = ε}
�������� ����� ������ x ��� ������	 ε $�	 ��	 �� ������ ρ%�

%������ �>�>� ����� (X, ρ) ���	 ������	 � �	� & X ����� � �	 
���������!
�� �� ��������� ��� X ��� ����� �������	 ������� ��� ������� ����� ���� ��
������ X ��� ∅�



�
�

�
�

�
�

�
�

�/ ������	� �����	� ��������� ��������

0���� 
��)� ��� �X ����� ,���� 
��������� ���� ��� ����� ��� /�� ����,��� �������
���
���� A� B ��� X� �
�� A �= ∅� B �= ∅� A∩B = ∅� A∪B = X� %�	� �������	
������&
	� � X �����2���� ��������	� �� �� ���� �	 ����� 
�������� ���
����
��� X ����� �� ����
����� ���� � X �����2���� ���� 	 ��������	�

%������ �>�>� �������� (X, ρ) ���	 ������	 � �	 ��� A ⊂ X� #� A �����'
(���� 
�������� 
���
��
� ��� X! �� �� A ����� ��������� ������ ��� ��� ������
��������� ��������� ��� X ��� �� ������� ������	 �� A�

%������ �>�>! �������� X ���	 ����������	 � �	 ��� x ∈ X� " 
��������

���
��
� ��� x 
��� X ����� �� ������

C(x) =
⋃
{A ⊂ X : A ��������� ��� x ∈ A},

���� ����� � ����� ���� ��� �������� � ���������� ��� X ��� �������� �� x�

%����� 	 C(x) ����� )�� ������� ��������� 
����� �� ����� ����� �	 ����� /����
�� {x} ����� 
��������� ��� ���
���

%������ �>�>, ���� �� ����! ������� ��� ��������� ������ �����(���� ������

%������ �>�>0 �������� ��� ������X ��� f, fn:X → (Y, ρ), n = 1, 2, . . .! ����
(Y, ρ) ����� ���	 ������	 � �	�

(i) ) ������"�� (fn) ��������� ���� 
	���� ��	 ��� f $���*� fn → f ���+�%
��! ��� ��"� x ∈ X! �� limn→∞ fn(x) = f(x)! ���� ��� ��"� x ∈ X ��� ε > 0
������ n0 = n0(ε, x) ∈ N ������!  ��� ρ(fn(x), f(x)) < ε ��� ��"� n ≥ n0�

(ii) ) ������"�� (fn) ��������� ���������&� ��	 ��� f $���*� fn → f ���%
��! ��� ��"� ε > 0 ������ n0 = n0(ε) ∈ N ������!  ��� ρ(fn(x), f(x)) < ε ���
��"� x ∈ X ��� n ≥ n0�

(iii) ) ������"�� (fn) ��������� ������� ���������&� ����� ��� X ��	 ���
f ! �� ��"� ������ x ∈ X ���� ��� ������ ����	 ��	 �����	 � (fn) ���������
�������,�	 ��	 ��� f �

0���� 
��)� ��� ���� ���	��������� ���
���� ���� �� fn → f ��� ���� fn → f
��
J�

%������ �>�>4 ����� Ω ��� ������� ��������� ��� C� -�� �������� ��������
f �����(���� ������	 � �������� ��� Ω! �� ���� $��������% ������� �� ��"�
������ ��� Ω�

�� ������� �����2���� G���	�� ����
����	� %�����	
	� ������&� 
�9
�����
�&��
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�>� ; �*	�	����-��� )��.��� ��

?	3���� �>�>� ����� U ��� ������� ��������� ��� C� .� � f :U → C �����
�����,� ��� z0 ∈ U ��� f ′(z0) �= 0! ���� � f ����� /0/ �� ������ ������� ������
V ��� z0 ��� � �������,� ���������� f

−1: f(V )→ V ����� �����,��

K
�/����� ��� ���	�������� ��&������� ����� ��� �� ����
�� 5�5! ��� M�5 N� ��

������
���� ��� ���	�������� ��&������� ���������������� 
�� %,��� ����

U

�
�

�
�V�z0

�f
�
	



�

f(V )
�

f−1
�f(z0)

%,��� ���F <�����	 ��������
	 �� ������ ����
����	 ����� 
A )�� 
	���� z0�

%������ �>�>= �������� Ω ��� ������� ��������� ��� C! a ∈ Ω ��� f : Ω \
{a} → C �����,� ��������� #� a �����(���� ���� ��	 f ! �� limz→a f(z) =∞�

%������ �>�>� -�� �������� �������� f �����(���� ��������	 �� ��� �������
��������� Ω ��� C! �� ������ ��� ��������� A ��� Ω!  ��� �� A ��� ���� ������
������ ���� ����	 ��� Ω! � f ����� �����,� �������� ��� Ω \A ��� � f ����
���� �� ��"� ������ ��� A�

��������� ���� ������	� 
�� Ω� 
�����	
	 ����� ��������	� ����� �� �)
����
A = ∅ 
��� ���	������� ���
���

?	3���� �>�>� @RouchéA �������� Ω ��� ������� ��������� ��� C! f, g ��'
���,�	 ���������	 ��� Ω! r > 0 ��� Δ(a, r) ⊂ Ω� .� �� f, g ��� ����� ����
�(�	 ���� �����	 ���� ���,���� K(a, r) ��� |g(ζ)| < |f(ζ)| ��� ��"� |ζ − a| = r!
���� (�� ���"�	 ��� �( � ��	 f+g ��� D(a, r))−(�� ���"�	 ��� ����� ��	 f+g
��� D(a, r)) = (�� ���"�	 ��� �( � ��	 f ��� D(a, r))− (�� ���"�	 ��� �����
��	 f ��� D(a, r))! $���� ��� �(� � ���	 ����	 ��1�	 k �������(���� k ,��	%�

.�����1�� .� M�5 N� G���	�� 5�-;� �

��� � ���������	�� �������

:��#������ )�� ��	�	�)�� 
	����� �� ����� 
��#��2���� ��∞ ��� �� ���
�������

�� ����/��� �����/� CB �� ��������� �������� ������� ����� ���� 	 )�&
	 C =
C ∪ {∞}� C�� �� �����,���� ��� ������� 
�� C� �����2���� �� C �� �� ���2�����
�����/�

{(x1, x2, x3) ∈ R3 : x3 = 0}
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�� ������	� �����	� ��������� ��������

%,��� ��!F " 
������������ ���#���

��� R3 ��� 
���,�2���� ��� �	 
��	��
�)�	 ����
���� ��� C &� 
������

A0
�& S 	 
����� 
�� R3 �� ����/���� ������ ��� �)���� �	� ��,� �&� �1��&�
)�
�� �
�� �� C ��#�� �	� S ���� ����� ��� �
	�������� /	� S ����� 	 �,���
Riemann

S = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1}

��� 
��#��
�� �� 
	���� (0, 0, 1) ?�� �H	����� 
	���� �	� S@ �� B� ���� ��

	���� �����2���� *����	 ����	� ��� �	 ������ ����� �� ��&��
���� ��� �
������ ���� #��
����� 
�	� ��,� �&� �1��&��

���� ���#����� ���� 
	���� z ∈ C ��������� ���� ?� ������ ���@ �� B
)&� ���� 
������
�� �	� S 
A )�� 
	���� z∗ /���������� ��� BB ���� 
	������ ���
��� ������ ��� �� B ���� )�� 
	���� z 
�� ����/��� �����/� �)���� �	 
����� 
�
)�� 
	���� z∗� " ��������
	 π: z �→ z∗ �����2���� �������,��� ��*��� ��� C


�� S� �������� �
�/����&� �� ���
���� �	� π:S \ {B} → C �� π(x1, x2, x3) =
(x1 + ı x2)/(1 − x3)�

�� *���� ����,���� �	� S� /	� �� 
���� {(x1, x2, x3) ∈ S : x3 > 0}�
����
���,��� �)
& �	� π� 
�� �1&������ ��� ����/����� ������ /	� 
�� 
����
{z ∈ C : |z| > 1}� �� ����� ����,���� �	� S� /	� �� 
���� {(x1, x2, x3) ∈ S :
x3 < 0}� ����
���,��� �)
& �	� π� 
�� �
&������ ��� ����/����� ������ /	� 
��

���� {z ∈ C : |z| < 1}� 0��
	� ��� |z| = 1� z∗ = z�

���*��� �>�>� ) �������,��� ��*��� π ����� ���	 �������,����	 ��� S \
{B} ��� C $���� � π ����� /0/! ��� ��� �� π! π−1 ����� �������	%� ) π−1 ������� ���
�� �����2

π−1(z) =
(

z + z̄

1 + |z|2 ,
z − z̄

ı (1 + |z|2) ,
|z|2 − 1
1 + |z|2

)
.



�
�

�
�

�
�

�
�

�>� :������� ������-�� �����*��	�� ��

��������� �� �� |z| ����� D�����E� ���� �� z∗ #��
����� D�����E 
�� B ����
),����� ����� ��A �H��� ���2���� �	� ���#�� π(∞) ��� ∞ �� ����� �� B� ���� 	
��������
	 ����� �����,� ?/	�� /���	��� ��� �&����@ ��� )�
� �� ����
���,�� 
��9
������ ��&������� ����� �/���� %���&�� �� ����� ��� ���
��� 	 ��������� �����
	
��� C �� �	� S ��� �����)��� �� �� ,�	
���������� ����1� ����/� 	 π ����� ���
��������
�����	 ��� ��� ��������
	 ��� �� C 
�	� S� ����� �1	��� ����� �� C

�����2���� ���
	� ��� 
����� RiemannB #� %,��� ��!� 0���/� 	 
����� Riemann
����� 
�����)� ���
���� ��� R3� �� C ����� 
������� �������� ,���� ��� ���
���	��

���� ,�	
���������� �	� ��������
�����	 ��� ��� ��������
	 π ��� C ��� �	�
S� �
�� �� �����)����� �	� �����/��� ������� ?��� R3@ ��� �	� S ���� ��� �������
χ 
�� CB ���� ���� 
	������ ��� 	 χ ���2���� ���� ��
��� ����� ��� ��� ����

χ(z,w) = |π(z) − π(w)| = |z∗ − w∗|.

6���� χ(z,w) ����� �� �����/��� ����� �	� ,��/�� ��� 
��/)�� �� z∗ �� w∗� 	 χ
�����2���� ������ ������ 
��� C�

���*��� �>�>� ) ������ ������ ������� ��� ��	 ������	2

χ(z,w) =
2|z − w|√

(1 + |z|2)(1 + |w|2)

���� z,w ∈ C! �� ! ��� ��"� z ∈ C!

χ(z,∞) = lim
w→∞χ(z,w) =

2√
(1 + |z|2) .

" )����� �	� 
����
	�� ���� �� ������� ���� ��������� ����/���� �������
/��������2���� 
�	� ������	

���*��� �>�>� ����� (zn)∞n=1 ������"�� ������� � ��"� �� #� zn →∞ ����
��� ����! �� |zn| → +∞! ���� �� ��� ��"� r > 0 ������ n0 ∈ N!  ���! ��� ��"�
n ≥ n0! |zn| > r.

��� �����	� ��������� ���������

%������ �>�>� �������� A ⊂ C ��� (fn)! f ���������	 �������	 ��� A ���'
*������	 ����	 ��� C� 3��� ��� � ������"�� (fn) ��������� ��	 ��� f ���������&�

�� 
������ ���
���� ��� A! ��! ��� ��"� �������	 ������ K ⊂ A ��� ε > 0!
������ n0 = n0(K, ε) ∈ N!  ��� |fn(z)− f(z)| < ε ��� ��"� n ≥ n0 ��� z ∈ K�
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�

�! ������	� �����	� ��������� ��������

�����	���� �>�>� A0
�&
�� U = {z ∈ C : |z| < 1} ��� fn, f ����/��)� 
����9
��
��� �� fn(z) = zn� f(z) = 0 ��� ���� z ∈ U ��� n = 1, 2, . . . . ����� ��� ����
z ∈ U � ),���� ���

lim
n→∞ fn(z) = lim

n→∞ zn = 0 = f(z),

/	� 	 fn → f ���� 
	�����

A<�&� 	 (fn) /� 
������� ���������&� ���� �	� f 
�� U �
G� /��1���� ��� ����,�� ε > 0 �)����� �
��� ��� ���� n ∈ N, |fn(z) − f(z)| ≥
ε ��� ������ z ∈ U � " �1�
&
	 |fn(z) − f(z)| = |zn| = |z|n, n = 1, 2, . . . ��
�� z �������
�)�� 
���� ������������ �������� ��� /���� ��� 
���,� 
�����	
	
g: [0, 1] → R �� g(0) = 0 ��� g(1) = 1� A0����� ��� ����,�� )��� ������� z0 ∈ (0, 1)�
��� ��� 
�� U � ��� ��� ����� g(z0) = 1/2 ?/���������� �� g([0, 1]) �� ���� �
��/����
������ /���� ��A �� G���	�� 0�/����
	� ����� �� g([0, 1]) ����� /��
�	�� ��� ���

��������@� G)����� ε = 1/2� ����� ��������� �� ����)�
���

" fn → f ���������&� 
� ���� 
�����)� ���
���� ��� U.
A0�� 
�����)� ���
���� ��� U ����� �����)�� ��� ���
�� ��� )�
� #��
�����
�)
� 
� )��� ���
�� /�
�� Δ(0, r) = {z ∈ C : |z| ≤ r} ��� ������ r < 1. A0
�&
��� /������ ε > 0 ��� ����)������ ,&��� #�#	 �	� �������	���� ��� ε < 1� G�
�����,���� �	� |z|n < ε ���������� (1/|z|)n > 1/ε ⇔ n log(1/|z|) > log(1/ε) ⇔
n > log(1/ε)/ log(1/|z|)� /	� ���� ),���� |fn(z) − f(z)| < ε� ���� 	 ���
��	��
�
,��� �����,���&� ��� ���� z ∈ Δ(0, r) ��A �
��� ���� |z| ≤ r� ���)1���� n >
log(1/ε)/ log(1/r).

4��*��������

A0
�&
�� U )�� �	 ���� ���
���� ���� �������� ,���� (X, ρ) ��� (Y, σ) )���
�������� ,����� G)����� C(U, Y ) = {f :U → Y | f 
���,��}� �� ����� �����
��������� ,���� �� ��� 
	�����)� ���1���� �� Y = C � Y = C ����� ���� ���
C(U, Y )� �� ,�	
���������� �� 
��#��
�� C(U)�

0��
	�� ��� U ����� )�� ������� ���
���� ��� C� �)����� H(U) = {f :U → C | f
������	}, �� ����� ����� ��������� ���,&��� ��� C(U)�

?	3���� �>�>� @WeierstrassA 5��"������ ��� � (fn) ����� ��� ������"�� ���
H(U)! � ����� ��������� �������,�	 ��	 ��� ���������� f � #��� � f ����� ���'
��,� ��� U ���

lim
n→∞ f (k)

n (z) = f (k)(z)

�������,�	 ��� ������� ��������� ��� U ��� ��"� z ∈ U ��� k = 1, 2, . . .�

.�����1�� .� M�5 N� G���	�� 5�' ��� ����
�� 5�* � M$5N� 6��� VII� G���	�� !���
�
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�>! B������� ���*���*� ��� ��*�� �)	����
�	�� �,

%������ �>�>� ���� ������ F ⊂ H(U) ������� ������� �����)��! ��! ��� ��"�
������ a ∈ U ! ������� ���"��	 M ��� r > 0 ������	!  ��� ��� ��"� f ∈ F
������ |f(z)| ≤ M ��� |z − a| < r ��� z ∈ U � ������1! �� F ����� ����� 	
,������! �� ������ r > 0 ������!  ���

sup{|f(z)| : |z − a| < r, f ∈ F} <∞.

A0�
�� �� F ����� ������� �����)��� ��� ���& ��� ���� 
	���� a ��� U � ����,��
)��� /�
��� ���& 
��� ����� �� F ����� ���������&� �����)��� ���� ���������9
��� ��)
&� ���� �	� �����	
	 �� ����� �� F ���������&� �����)�� 
� 
������
���
���� ��� U �

8���� �>�>� ���� ������ F ��� H(U) ����� ����� 	 ,������ ���� ��� ����!
��! ��� ��"� �������	 K ⊂ U ! ������ ��� ��������� ���"�� MK > 0 ������!
 ���

|f(z)| ≤MK ,

��� ��"� f ∈ F ��� z ∈ K�

?	3���� �>�>� @VitaliA .� � (fn) ����� ���! ����� 	 ,������! ������"�� ���'
����� �! �� ������� ���� U ⊂ C! ���������� �� fn:U → C ��� ��"� n = 1, 2, . . .
��� ������ ∅ �= V ⊂ U ������� ������!  ��� �� limn→∞ fn(z) = f(z) ��� ��"�
z ∈ V ! ���� � ����� �������� f ������������ �� ��� ���������! ��� U ! ��������
��� � fn → f �������,�	 ��� ������� ��������� ��� U �

��� �����	�
 ������� ��	 ��� ! ���	���"�	!

4��*������	� C�� ���� n ∈ N� �� fn �� 
��#��2���� �	 
����
	 �	� f �� ���
����� �	� n ���)�� /	�/�

fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n ����������

,

���� f0 ����� 	 ��������� ��������
	� �� ���
)1���� ��� 	 ����
��
	 [f(z)]n

����)����� 
� /�������� ��� 	 ����
��
	 fn(z) 
� 
���)
����

%������ �>!>� ���� /������� 
�
�	�� ����� ���	 ��������������	 f :X → X
�� ���� ������ � � (X, ρ)� #���� ���*���(���� �� {X; f}� ) )����
��� ���,��
���	 ������� x ∈ X ����� �� ������

O+(x) = {fn(x) : n ≥ 0, f0(x) = x}.
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�0 ������	� �����	� ��������� ��������

.� � f ����� �������6���! ������� �� ������� ������� ��� ���,�� ��� x �	

O(x) = {fn(x) : n ∈ Z, f0(x) = x}
��� ��� ���
��� ���,�� ��� x �	

O−(x) = {f−n(x) : n ≥ 0, f0(x) = x}.
�������� S ⊂ Rn ��� f :S → S ��� ������	 ����������� ���� ������������ �����
{fk} �������� /��������)�� /������� 
�
�	���

%������ �>!>� ����� {X; f} ��� �������� �������� ���� �����/��� 
	���� ��'
����� n ���	 ��������	 f :X → X ����� ��� ������ x ∈ X ������!  ��� fn(x) = x
��� ������ n ∈ N� & ��������	 ������	 ������	 ������� ��,�
�	 � ��&��
�	 ����9
�/�� ��� ��������� ������� x� 4��*���(���� �� ������ ��� ������� � �������!
��	 f ! ������� n �� Pern(f)� ) ����� ���	 ��������� ������� ��	 f �������
����� � �����/��� ���,�� ��	 f � ) �������� ������	 ���	 ������ ����� �� ���'
"�	 ��� ���,����� � ������� ��� �������� -�� ������	 ���	 ������ ��	 f �����
��� ������	 ���	 ������� ���� ������ ���� �������� ������ ��	 f ������� 1
�����(���� 
������ 
	���� ��	 f �

��� ��� �������� ����� �	� ������ R = P/Q� ���� P ��� Q ����� ���������
8���)������ ��� ���� ����� ��
��/��� ��� �� P ��� Q /�� ),��� ������� �����������
����� ���� ����)� ��2��� C�� �� ���
���� �	� R 
� �� �� C� ��)��� �� ���
����
�� R(∞)� �������� �� ��2�� ��� Q ����� ���� �	� R� �� ���2��� R(∞) =
limz→∞R(z) /� �� ������2��� �	� ��1	 ���� ��2�� � ���� 
�� ∞� G)�����
����� R1(z) = R(1/z) ����� R(∞) = R1(0)�

< *�"��	 �	� R ���2���� &� deg(R) = max{deg(P ),deg(Q)}� < #����� ����
�	��� 
�����	
	� R ����� ��
�� ���)� 	 R D������E �	 
����� Riemann ���&
��� ��� ����� �	� ��� �
����� �� �� ����� ?���
��������� ��� ������	���@
�&� ����
����&� �����&� ����/����� 
	����� �	� C�

A0
�& R � ,���� �&� �	��� 
������
�&�� �� R ����� ���
�� ���
���� ���
C(C)� /����� �� �� �	�)� 
������
��� Rn 
�������� ���������&� ���� �	� R ���&

�	 ����/��� 
������ 	 R ����� �������� ���& 
�	 
����� ��� ����)�&� �	���

?	3���� �>!>� ) ���������� deg:R → {0, 1, . . .} ����� ������	� 4����������!
�� �� ���	 ���������	 Rn ���������� �������,�	 ���� ��� �������� �,��� ��	
�� �������� R! ���� � R ����� ��� ���! ��� ����� ������ n! deg(Rn) = deg(R)�

%������ �>!>� & �����
��
���! m(R, ζ)! ���	 ���	 ����������	 R �� ���
���"�� ������ z ������� ��� ��� ����

m(R, ζ) =
{
R′(ζ), �� ζ �=∞
1/R′(∞), �� ζ =∞�
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�>, C����������� �������	�	� ��� �������2	�� �4

%������ �>!>! ����	 ��������������	 R: C→ C ��	 ��,�	

R(z) =
az + b

cz + d
,

���� a, b, c, d ∈ C ��

det

[
a b
c d

]
�= 0⇔ ad− bc �= 0⇔ ad �= bc,

�������� ��������� ��
������� ����
,	����
��� � ����
,	����
��� Möbius�

�� c �= 0� ���� R(−d/c) = ∞ ��� R(∞) = a/c� �� c = 0� ���� R(∞) = ∞. <
����
������ ��� ����� �

R−1(z) =
dz − b
−cz + a

,

�� c �= 0�

%������ �>!>, �������� f :A → A ��� g:B → B ��� �����������	� &� f ��� g
�������� ���������� 
�2�����! �� ������ ���	 �������,����	 h:A→ B ������	!
 ��� h ◦ f = g ◦ h� & �������,����	 h �������� ��������� 
�2�����

����

������ �	�������� ��� �&� /�������� 
�
�	���&� �� #����� 
�� M4 N�
M$*N� M4'N ��� M��4N�

��# $�	����	� ! �	��� ��	�! ��	 	��� %�	�

<� )������ ��� ������

����� 
�	 
��),���� �������� �	 #�
	 �	� ����/����
��������� (��������� 	 ����� 
������������ 
�� ������� �������� �� #�#��
M$'N ��� M�'!N ����)������ ��������� 
��� ��
������)� �����)����� ��� 
�	 
,)
	
���� �� �	� �
�
��),����

A0
�& U )�� ������� ���
���� ��� C ��� F ��� �����)���� 
������
�&� &��9

�)�&� 
�� U ��� �� ���)� ����� ���� �������� ,���� (Y, ρ)�

%������ �>,>� ) ���������� F ����� ��
������� ����	 ��� U ! �� ��"� ������'
"�� ��� � ��	 F ������� ��� ��������"��! � ����� ��������� �������,�	 ��� ��"�
��������	 ���������� ��� U � ) F ����� ��
������� 
� )�� 
	���� z ��� U ! ��
����� ,���������� ��� ������� �������� ������� V ��� ������� �� z� $4���� ���
��� � F ����� ���� ,���������� �� ��"� ������ ��� V %�

����*����	�� �>,>�
?�@ +�
��������	�� 
� ���� 
	���� ���� �������� 
����� V /�� ������ ��9


��������	�� 
�� V � ?0
���2���� 
� 
������ ���
����@�
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�= ������	� �����	� ��������� ��������

��������� )
�& z ∈ V � ���� 	 F ����� ��
������� 
�� z� ����� ��
������� 
�
������ ������� Vz ��� ����),�� �� z� A��� ���� �������� ���� �	� F ����),�� ���
���������� 	 ����� 
������� ���������&� 
� ���� 
�����)� ���
���� ��� Vz�
�� ����� ������ ��� �� �	 #��
����� ����� ��� V � %������� �������� �� #����� ���
�������� ���� �	� F �	� ������ ���� ���������� �� 
������� ���������&� 
�

�����)� ���
���� ����� ��� V �

?#@ " �����)���� (fn) ��� ����/�������� ��$�� ����� ��
�������� /���� 
�������
���������&� 
�� 
������ ���
���� ��� U � ����� �� �/�� 
��#����� ��� �� ���
��� ����������� �	��

< �������� ���
��� 
�������� �� ��� ���	�������� �� ��&��
���� &� ��/��
����� �� C�

%������ �>,>� -�� ���������� �������� � ���������� �������� ��� U ���'
��(���� ��
������� ���� ��� U ! �� ��"� ������"�� ������� � ��� ��������"�� �
����� ��������� �������,�	 ��� ��"� ��������	 ���������� ��� U � ��� �����'
���"�� � ����� ������ �������,�	 ��	 �� ∞ ��� ��"� ��������	 ���������� ���
U �

�� ������� ����	�� 
�,�� ����)����� 
�	 #�#�������� &� 6������� +�
��9
������	��� ��� Montel�

?	3���� �>,>� @MontelA ����� (gk) ��� ���������� ������� � �������� � ��'
�������� �� ��� ������� ��������� U ��� C� .� � (gk) ��� ����� ,����������
���������� ��� U ����! ��� ��"� w ∈ C �� ��� �� ���� �1�����! ������ ���
gk(z) = w ��� ������ z ∈ U ��� ������ k ∈ N! ����

∞⋃
k=1

gk(U) = C $�1�� ���	 ���	 ��� ������%.

������� ��� ���	�������� ��&������� ��� ����������� ���� �	 ����� ����9
����
��� ������� �� �������

?	3���� �>,>� @MontelA ����� F ��� ���������� �����,�� ����������
�������	 �� ��� ������� ��������� U ��� C� 5��"������ ��� ������� ������
a, b, c ��� C ������!  ��� ⎡⎣⋃

f∈F
f(U)

⎤⎦ ∩ {a, b, c} = ∅.

#��� � F ����� ��� ,���������� ���������� ��� U �
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�>, C����������� �������	�	� ��� �������2	�� ��

��������� �� ���	������� ����	�� ������2�� ����

����� 
� �	�)� ��������
����
/���� ���2����� 
� �� �� C ��� ����� ������ �� ),��� ������

�� ������� ����	�� ������� ������� ��� ���	����)��� ���& 
�� �/�� �)���
<� ����� ���)� ��� ������ ������,���� �� �#�� ���� 
�����	
	 f �	� �����)�����
F � �1�������� ���� ��� �	� f � 0���� ���� ��� �� ����)����� ��� �� ����� ���)� ��
����� ���&� ���������� ��� ��)��� �� ���
�)
���� �	� �����	
	 �� /��,&��2�����
���������&� ���& 
�	 
������

?	3���� �>,>� ����� F ��� ���������� ������������ ���� ��"� ��� ����� ���'
������ �� ���� ���� Ω ��	 ��������	 �,���	� 5��"������ �����	 ��� ������ ���
"����� ���"�� m ���! ��� ��"� f ∈ F ! ��� ���,������ ����1� ���	 ������ af , bf
��� cf ��� C ������!  ���2

7i) ) f ∈ F ��� ������ ��	 ����	 af , bf ��� cf ��� Ω ���

7ii) min{χ(af , bf ), χ(bf , cf ), χ(cf , af )} ≥ m�

#��� � F ����� ,���������� ��� Ω�

�����	���� �>,>� A0
�& f(z) = λz, λ ∈ C �� |λ| > 1. A��� fn(z) = λnz.
A0
�& U )�� ������� ���
���� ��� C� A<� �1�������� ��A �� �� �� 0 ������ �
�,� 
�� U �

(i) 0 /∈ U. K
,���2���
�� ��� 	 {fn:U → C} ����� ��
������� 
�� U � /���� 
�
���� 
�����)� ��� ��� ���
�� ���
���� V ��� U � ����,�� ��� ��,�
�	
���� r > 0 ��� |z| ��� )�
� |fn(z)| ≥ |λ|nr ��� ���� z ∈ V. A��� fn → ∞
���������&� 
�� V �

(ii) 0 ∈ U. " /�&
	 ��� 	 fn → ∞ 
� ���� 
�����)� ���
���� V ��� U /��
�	����� �)��� ���� fn(0) = 0 ��� �������� �� ���)1���� �� V � �
�� ��
����),�� �� 0� 01 ���� 	 fn → f ?f ��������@ ������������� ����/�� ���
���� z �= 0 
�� U ),���� ��� |fn(z)| → ∞� A��� 	 (fn) /�� ����� ��
�������

�� U � ���� �������� �� ���	���
���� �� G���	�� ��� Montel ��� �	�
��/��� ���� ������&
	 /��,������ ���

∞⋃
n=1

fn(U) = C.

���� �� U ����� ������� ��� ����),�� �� 0� ����),�� ���� z �� |z| < r ���
������ r > 0� A0
�& ��� �� z0 ∈ C \ {0}� ����� �� #����� z �� |z| < r ���
n ∈ N �)����� �
�� λnz = z0� ���� ����� �� z = z0/λ

n� ��������� �� n ��
�
������ �
�� |z0|/|λ|n < r ��� ���� �� z #��
����� 
�� U � ��&� ����������
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�/ ������	� �����	� ��������� ��������

�����	���� �>,>� A0
�& f(z) = λz, λ ∈ C �� |λ| < 1. ���� 	 (fn) ����� ��
��9
����� 
� ���� ������� 
���� U � /���� 
������� ���������&� ���� �	 
������

�����	
	 O 
� ���� 
�����)� 
�����

%������ �>,>� ����� X ����������	 � �	! x0 ∈ X ��� F ⊂ {f :X → (Y, ρ)}.
#� F ����� �
�
���,)� 
�� x0! ��! ��� ��"� ε > 0! ������ ������� ������ U ���
x0 �� ρ(f(x), f(x0)) < ε! ��� ��"� x ∈ U ��� f ∈ F � #� F �����(���� �
�
���,)�!
�� ����� ���������	 �� ��"� ������ x0 ∈ X�
�����	��
�� ��� ���� 
�����	
	 
� ��� �
�
���,� �����)���� ����� 
���,���

?	3���� �>,>! @Arzelà–AscoliA -�� ���������� F ⊂ C(U, Y ) ����� ,������'
���� ����	 ��� U ���� ��� ����! ��

(i) ��� ��"� z ∈ U ! �� ������ {f(z) : f ∈ F} *������� ���� �� ��� �������	
��������� ��� Y 8

(ii) � F ����� ���������	 �� ��"� �������	 ��������� ��� U �

�� ������� ����	�� �
,��� 
�	 
����� Riemann�

?	3���� �>,>, @Arzelà–AscoliA ����� U ��� ������� ��������� ��� C ���
F ⊂ C(U,C)� #��� � ���������� F ����� ���������	 ��� ��� U ���� ��� ����! ��
����� ,���������� ����	 ��� U �

�����	���
�� �	� ������	�� ����1� ��
��������	��� ��� �	� �/���	��� �&� Bolzano–
Weierstrass ?#� M!N 6������ $� G���	�� -@� C�� �� ����1�� ���� ����

����� ���
������	��� ,����2���� �� ���
���� ��� ���
��
	 ���& 
�� ,��� �&�� &��
�)�&�

�� U � 
������
�&� �� ���)� 
�� C� ����� 	 
����
	 &� ���� ����� �	� 
�9
����	
	 ���
��
	� �� 
	������ ����#�� �� �/��� ��&� 	 ���������	 
����
	 
�

������ 
�����

%������ �>,>! ����� U ��� ������� ��������� ��� C� -�� ������"��! (Kn)!
������ � ���������� ��� U �����(���� �1�����
�! ��

(i) Kn ⊂ K◦
n+1 ��� ��"� n = 1, 2, . . . ���

(ii) K ⊂ Kn ��� ��"� �������	 ��������� K ��� U ��� ������ n ∈ N�

A0
�& ��� f, g ����� ���
/����� /�� 
������
��� 
�� ������� 
���� U �� ���)� 
��
C� G� ���
���� ��� ���
��
	 ρ(f, g) ����1� ����� �&� 
������
�&�� 	 ����� �� �	

��,�
��� �� ��� ���
��
��� d(f(z), g(z)) ����1� �&� ����� ����� ��������
�����
�	� d �� �	� 
�����	
	 ���
��
	�

δ(a, b) =
d(a, b)

1 + d(a, b)



�
�

�
�

�
�

�
�

�>, C����������� �������	�	� ��� �������2	�� ��

� �� �	� �
�/����	 ���� ����

δ(a, b) = min{1, d(a, b)}

�� ������ ),��� �� ����)��	�� ��� ����� �����)���� A0����� �)�����

δn(f, g) = sup
z∈Kn

δ(f(z), g(z))

���

ρ(f, g) =
∞∑

n=1

1
2n
δn(f, g). ?���@

%������ �>,>, 4� ���� ������ $� ����� ��� �� ���� ����������% � � ���
��������� ��� �����(���� 
,������ 
�����)�! �� � ������� "��� ��� ��� � �
���� ����� �������	 �������

A0�
�� 
�� C� )�� 
���� ����� 
,������ 
�����)� ���� ��� ����� �� ����� �����)���

?	3���� �>,>0 @MontelA ���� ������ F ⊂ H(U) ����� ������ 	 �������	
$���� ������ � � (H(U), ρ)% ���� ��� ����! �� �� F ����� ����� 	 ,�������

K
�������� )�� 
,������ 
�����)� 
���� F 
��� ,��� H(U) �&� ������&�

������
�&� 
A )�� ������� ���
���� U ��� C� �����2���� ��
������� �����)����

������
�&��

?	3���� �>,>4 -�� ���������� F ⊂ C(U, Y ) ����� ,���������� ���� ��� ����!
�� � F ����� �������	�

?	3���� �>,>= ����� F ��������� ���������� ������������! ��"� ��� ��� ��	
�����	 ��������(�� ��� (X, ρ) ����	 ��� (X1, ρ1)� #��� ������ ��� ������� �������
��������� ���X ��� ����� � F ����� ���������	� 4����������! �� � f ��������(��
���� ������ � � (X, ρ) ���� ����! ���� ������ ��� ������� ������� ���������
��� X ��� ����� � ���������� ��� �������6��� (fn) ����� ���������	�
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�	 ����	 Julia �	� Fatou

C��& 
�� � �4I!; �� C��� ���	������� G. Julia M 5N ��� P. Fatou M5 N� M-;N
��)���1��� ���1�����&� � )��� ��� ���� �	 ��&��� �	� D�	��� �����	H	�E�

),����� &� ����� ������� �� 6������� +�
��������	��� ��� Montel� ������H��
�	 /�,����	
	 �	� 
������ Riemann 
� 
���� ��� 
����� �)���� �� ����� �����

���A �� ��� �� ������� ����� /�� ������� ��������� ����
�� ��� 
������)��
�� ���/��1��� �&� ��&�	���&� �����
��2����� �/� ��� ����	 ���� 
� ���	 ������
" ,�	
�����������	 ���
������ ����� �������� �� ����� �&� #�#�&� M5-N� M ;N�
M!�N� M$!N ��� M�'*N� ����� ��� �&� ����
��� M!'N ��� M! N� A<�&� �� /����
��
���

�	 
��),���� �
,�����
�� ���� �� ���&�����)� ��� �	�)� ��������
���� %�
��� ����� ����&��������)� �� ����������� ��)����� ��������
���� �����)������ 
���
M-�N� M�*�N� M5N� M-N� M4N� M N� M�;N� M��N� M��5N� M'-N� M*$N� M55N ��� M  N�

��� &�	��" ��	��" ��	 	'	�����!

%� �� �� �������� ����� �� �&� ����)������ ��&����� ��� p: C → C ����� )9
�� �������� �	� ������ p(z) = a0 + a1z + · · · + anz

n, an �= 0 �� ����/�����

�����
�)�� ��� R ����� ��� �	�� 
�����	
	 �	� ������ R = P/Q� ���� P ���
Q ����� ����/��� �������� ,&��� ������� ���������� ��� ��� f ����� ��� ��,��
�

�����	
	 �,� ����&���������� " ������1	 �	� ��&���� �� ������� �����&�
��� �	� ���&������ ��� �	� �	�� ������&
	�

���� �����	
� ������ �� ����� ��
 ��������� ���	
����� �
������� �
������� �f, C��
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�
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�

�! �� ������ Julia ��� Fatou

%������ �>�>� #� 
���� Julia ��� Fatou ��	 f �����! ����������	! �� ������

J(f) = {z ∈ C : � (fn) ��� ����� ,���������� ��� z}
= {z ∈ C : � (fn) ��� ����� ,���������� �� ������ ������� ������

������� �� z}
F (f) = C \ J(f)

= {z ∈ C : � (fn) ����� ,���������� �� ������ ������� ������
������� �� z}

����*����	�� �>�>�
?�@ �� F (p) ����� �������� ����� �� J(p) ����� ���
�� ���
���� ��� C.
?#@ %�� ����/����� ��*�� ��� 
�	� ������&
	 ��� 0 ∈ U � 	 �������� (fn)

/�� ���� ��
������� 
� ���)�� ������� 
���� ��� ����),�� �	� ��,� ;� A���
0 ∈ J(f).

%�	� ������&
	 ��� 0 /∈ U /��,�	�� ��� �� z �= 0� ���� 	 (fn) ����� ��
�������

� ������ ������� 
���� ��� ����),�� �� z� ��� z ∈ F (f)� %������������ ���
J(f) = {0} ���� f(z) = λz �� |λ| > 1� )�� ���� �/������ 
���� Julia� %�	�
������&
	 ��� |λ| < 1 	 ?fn@ ����� ��
������� 
� ���� 
	���� ��� ����)/��� ���
J(f) = ∅. %������� �� 
���� Julia �&� ���&���&� �	� ������ f(z) = az+ b /�
�� ��� ���
,��
��� ����

������

< ��� �1����
��� ������ ��� �� �1�
���
���� ��� ������,�� ���
�� ���� �	���

�����	
	� R� ����� �� ����
����� �� �	� R: C→ C ������ ��������
������ �� C

�� �� C 
��� <��
�� !����� �������� �� ���
���� �� 
���� Julia ��� Fatou ����
�	��� 
�����	
	�� A<�&�� ��& �&� G�&�	���&� ��*�* ��� ��*�4� ),���� ��� ���
������� �
�/����� ���
���

%������ �>�>� ����� R ��� �� ���"�� ��� ��������� #� 
���� Fatou ��	
R ����� �� ������� ������� ��������� ��� C ��� ����� � (Rn) ����� ���������	 ���
�� 
���� Julia ��	 R ����� �� ��������� ��� ��� C�

����*����	�� �>�>�
?�@ �� F (R) ����� ������� ���
���� ��� C�
?#@ �� J(R) ����� 
�����)� 
����� &� ���
�� ���
���� ��� 
�������� C�

���*��� �>�>� .� deg(p) ≥ 2! ���� J(p) �= ∅�

.�����1�� 8���)����� ��� J(p) = ∅� ���� 	 ?pn@ ����� ��
������� 
� ���� 
	����
z ∈ C� A��� ��� ���� z ∈ C� ����,�� ������ ������� 
���� Vz 
�� ����� 	 ?pn@ �����
��
������� ��� �� ����� ����),�� �� z� �������� 	 ?pn@ ����� ���� ��
������� 
�
���� 
	���� ��� 
����� Vz� A0
�& ���� r > 0� ���� 	 Δ(0, r) ����� 
��������
������ �� ������� ��� )�� ������
�)�� ����� �������� 
���&� 
�� ���A )��
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�
�

�
�

�
�

�>� 7�����
 ������
 ��� ����*�*	� �,

��� �� ����� 	 ?pn@ ����� ��
�������� G� /��1���� ��� 	 ?pn@ ����� ��
�������

�	� D(0, r)� /	� ��� ���� �������� 
������
�&� ����� �	� �����)����� ),��
��� ����������� 	 ����� 
������� ���������&� 
� ���� 
�����)� ���
���� �	�
D(0, r)�

A0,���� ���D(0, r) ⊂ Δ(0, r) ⊂ ⋃k
i=1 Vzi . " ?pn@ ����� ��
������� 
�� Vz1 � ���

���� �������� 
������
�&� ����� �	� �����)����� ),�� ��� ���������� ?pni@∞i=1

	 ����� 
������� ���������&� 
� ���� 
�����)� ���
���� ��� Vz1 � " ?pn@ �����
��
������� 
�� Vz2 � ��� ���� �������� 
������
�&� ������� �	� �����)����� ���
��� 	 ?pni@∞i=1� ),�� ��� ���������� ?p

n′
i@∞i=1 	 ����� 
������� ���������&� 
� ����


�����)� ���
���� ��� Vz2 &� ���������� �	� ?pn@� �� ��� 
� ���� 
�����)�
���
���� ��� Vz1 &� ���������� �	� ?pni@∞i=1� ����� 
������� ���������&� 
�
���� 
�����)� ���
���� ��� Vz1 ∪ Vz2 �

������ ���������� 
� ��� ���������� 	 ����� 
������� ���������&� 
�
���� 
�����)� ���
���� �	� )�&
	�

⋃k
i=1 Vzi ��� ����/� D(0, r) ⊂ ⋃k

i=1 Vzi , 	
���������� ���� 
������� ���������&� 
� ���� 
�����)� ���
���� �	�D(0, r)�

���� �� p ����� )�� ��������� ��#������� �� r ������ ����� �1�
���2����
��� 	 D(0, r) ����),�� )�� 
	���� z ��� �� ����� |pn(z)| → ∞ ���������&� 
�	�
D(0, r) ��� ����),�� ���
	� )�� 
������ 
	���� w �	� p �� pn(w) = w� ��� ���� n =
1, 2, . . . . A��� ����� �/����� ��� ��� ���������� �	� (pn) �� 
������� ���������&�
� ���� ��� �����)�	 
�����	
	 � ���� �� ������ 
� ���/����� 
�����)� ���
����
�	� D(0, r) 	 ����� ����),�� ��� �� z ��� �� w� ������ ��� ������
��� &� ���� �	
��
��������	�� �	� ?pn@� �

���*��� �>�>� .� deg(R) ≥ 2! ���� J(R) �= ∅�

/� .�����1�� �� J(R) = ∅� ���� F (R) = C� ����� 	 �����)���� (Rn) ����� ��
��9
����� 
�� C ��� )�
�� ��A �� G���	�� ��'��� ����,�� ������ ���������� �	� (Rn)

�	� ����� ���� ��������
	 ),�� ��� �/�� #����� A<�&�� deg(Rn) = [deg(R)]n ���
���� ���Q���)��� ��� 	 R ),�� #���� )��� ������� ���� ��� �
,���
�� ����

9� .�����1�� ?.� M!'N@ 8���)����� ��� J(R) = ∅� ���� F (R) = C ��� )�
�
	 �����)���� (Rn) ����� ��
������� 
�� C� ��� ���������� (Rnk)∞k=1 
�������
���������&� 
� 
������ ���
���� ��� C ?����� �	� 
�������� ��������@ ���� ���
��������	 ?��� ��� �	��@ ������ 
�����	
	 S� ���� 	 S ����� ��� 
���,�� 
����9
�	
	 �	� /�/��
���	� 
������� �������� �� /	�������
���� ������
	 ��&������
��� ��������� #���� �	� S� A0�
�

deg(S)← deg(Rnk)→∞ ����� k →∞.

�� deg(S) <∞. �

����*����	�� �>�>�
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�0 �� ������ Julia ��� Fatou

0�/),���� F (R) = ∅� �� ����/����� ��� /��	�� ��� ��� Lattés �� � �4 �	�

R(z) =
(z2 + 1)2

4z(z2 − 1)

������� ��� �)���� ������&
	 ?#� M!�N@�

8���� �>�>� .� deg(p) > 1! ���� ������ ������ ������ r > 0 ������!  ���
|p(z)| ≥ 2|z| ��� ������� ������ V = {z ∈ C : |z| > r}� 4���� 	! pn → ∞
�������,�	 ��� V ! ��" 	 n→∞�

.�����1�� A0
�& p(z) = a0 + a1z + · · · + anz
n �� an �= 0, n ≥ 2 )�� ����/���

��������� G� /��1���� ��� |p(z)| − 2|z| ≥ 0 ��� ���� z ∈ V. A0,���� ���

|p(z)| − 2|z| = |anz
n + · · · + a0| − 2|z| ≥ |anz

n + · · · + a1z| − |a0| − 2|z|
≥ · · · ≥ |an||z|n − |an−1||z|n−1 − · · · − (|a1|+ 2)|z| − |a0|
= |an||z|n − (|an−1||z|n−1 + · · ·+ (|a1|+ 2)|z| + |a0|).

G)����� f(z) = anz
n ��� g(z) = |an−1||z|n−1 + · · ·+ |a0|� �����	����� ��� �� r0 >

0 ��� |z| = r0� ���� |f(z)| = |an|rn
0 ��� |g(z)| = |an−1|rn−1

0 + · · ·+(|a1|+2)r0+ |a0|�
0�A �
��

lim
r0→∞

|an|rn
0

|an−1|rn−1
0 + · · ·+ (|a1|+ 2)r0 + |a0|

=∞,

)����� ��� ����,�� r > 0� �
�� |f(z)| > |g(z)| ��� ���� |z| > r� A���� |p(z)|−2|z| ≥
|f(z)|−|g(z)| > 0 ��� ���� z ∈ V � %������� |p(p(z))| ≥ 2|p(z)| ≥ 22|z| ��� �������
|pn(z)| ≥ 2n|z| > 2nr ��� ���� n ∈ N ��� |z| > r�

������� 	 pn →∞ ���������&� 
�� V ����� n→∞� �

���*��� �>�>� .� deg(p) ≥ 2! ���� �� J(p) ����� �������	�

.�����1�� %�����&� ���� �	� �������	
	 !����?�@� ����� �� /��1���� ��� �� J(p)
����� �����)��� /	� ��� ����,��� ε > 0 ��� z ∈ C �)����� �
�� J(p) ⊂ D(z, ε)�
��� �� :���� !���� ),���� ��� ����,�� r > 0 �)���� �
�� 	 pn →∞ ���������&�

�� ������� 
���� V = {z ∈ C : |z| > r}� 01A ���
���� 	 (pn) ����� ��
�������

�� V � �����

V ⊂ F (p) = C \ J(p)⇐⇒ J(p) ⊂ C \ V = D(z, r). �

" ������	 �����
	 �
,��� ��� ��� �	�)� ��������
����

���*��� �>�>! .� deg(p) > 0! ���� J(pk) = J(p) ��� F (pk) = F (p) ��� ��"�
k ∈ N.
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�>� ������ ������
�*� ������ �4

.�����1�� A0,���� ��� F (p) ⊂ F (pk)� /���� �� ���� ���������� �	� ?pn@ ����),��
��� ���������� ���������&� 
�������
� 
� )�� /��)� 
���� V � ���� �� �/��
�
,��� ��� ��� �	� (pnk)� /	� ��� �	� ((pk)n)�

���� ��� �	� F (p) ⊃ F (pk). �����	����� ����� ��� �� ��� �����)���� 
������9

�&� (gn) ����� ���������&� 
�������
� 
� )�� 
�����)� ���
���� D� ���� ��
�/�� �
,��� ��� ��� �	� �����)���� (h◦gn) ��� ���� 
���,� ��������
	 h� A���� )
�&
(pnk) ��
������� 
� )�� ������� 
���� V � ���� ����� ����� 	 (pnk+s) = (ps◦pnk)
��� ���� s = 0, 1, . . . , k− 1� G�&����� ��� ���������� S ?�1A ���
��� �����	@ �	�
?pn@� �� 	 S ������,� ���� ������
�)�� �� ����� �)	 ���� ���� ��� ��� k �����9
���� (pnk+s) �� 0 ≤ s ≤ k−1� 	 S �� ���� ������
�)�	� 0���)�&� 	 S ����),�� ���
�����	 ���������� �	� (pnk+s) ��� ������ s� 	 ������ ��& ��
��������	��� �	�
(pnk+s)� ),�� ��� ���������� ���������&� 
�������
� 
� 
������ ���
����
��� V � A��� 	 ?pn@ ����� ��
�������� �

?	3���� �>�>� ����� p ��� ���� ���� ����������� ������� *�"���� #���
�� ∞ ∈ F (p).

.�����1�� ��� �� :���� !����� ����,�� ������ ������� �����,� V ��� ∞ 
�	�
����� 	 pn → ∞ ���������&�� ����� n → ∞� A��� 	 pn ����� ��
������� 
�	�
V ��� )�
� ∞ ∈ F (p). �

��� �����! ������"��� �����

%������ �>�>� .� g ����� ��� ���������� ���	 ������� X ��� ����! ��� �����'
���� E ��� X �����2

(i) )����
��� �����&��! �� g(E) = E

(ii) ���
��� �����&��! �� g−1(E) = E ���

(iii) ���&� �����&��! �� g(E) = E = g−1(E).

.� � g ����� ��� $����! �� g(X) = X%! ���� �� ������	 ��� ����"�� ��� �����"��
������� ��� �����������

%������ �>�>� ����� f :X → X ��� �������� ���� ������ � � (X, ρ)� ����
A ⊂ X �������� � ���
��� ��	 f ! �� �� A ����� ������� ������ ��� �����"��
���������� ��� ��� f ������!  ���

lim
k→∞

ρ(fk(x), A) = 0 ��� ��"� x ∈ V

�� A ⊂ V ! ���� �� V ����� ��� ������� ��������� ��� X�
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�= �� ������ Julia ��� Fatou

�� ������� 
���� V ������� ������ ��1�	 ?#� M��*N@�

8���� �>�>� ����� G ����	 ��� ���"������ ��� � f :G→ C ����� ��������� ���
a ∈ G ������!  ��� |f(a)| ≤ |f(z)| ��� ��"� z ∈ G. #���! � f(a) = 0 � � f �����
���"���

8���� �>�>� @(�2� *�� 	��2
�*��A .� f ����� ��� �� ���"�� ���������
�������� �� ��� ,������ ������� ������ G ��� ����� ������	 ��� G ����! � �
f ���� ��� �(� ��� G � � |f | ������� ��� �������� ���� ��	 ��� ∂G�

?	3���� �>�>� 5��"������ ��� d = deg(p) ≥ 2 ��� ��� � ���������	 �����	 K
����� ����	 ����������	� #��� p(z) = azd! ���� |a| = 1.

.�����1�� A0
�& D = {z ∈ C : |z| < 1} ��� D∗ = {z ∈ C : |z| > 1} ∪ {∞}�
6���� �� 
���� K ����� ���&� �����&��� )����� ��� �� p(D) ����� � D � D∗

��� ����� �� p ����� �����)�� 
�� D� p(D) = D� 6���� �� K ����� ���&�
�����&��� )����� ���� ��� |p(z)| → 1 ����� |z| → 1� A<� ���� ������� ���

p(z) = g1(z) . . . gd(z), ?!��@

���� ���� gj ����� ��� ��������
	 Möbius ��� D ��� ��� ������ ���� " ��������

,)
	 ��������� &� �1��F

<��2���� �	� f :D → C �� f(z) = p(z)/B(z) ���� B ����� )�� ������
�)��
�������� �/��� ����� �� ���� �	� 
,)
	� ?!��@� ��� ������ �� ��2�� 
��������� ��
���)� ��� p 
�� D. �� f(z) = 0 ��� ���� z ∈ D ���� �� )������ p(z) = 0� ��
���� ��� B(z) = 0� ������ A��� 	 |f | /),���� ��,�
�	 ���� 
�� ∂D = K� ���
���� ��� ��A �� ������� ��� �� p /�� ),�� ����� 
�� C� 
������������ ��� ��� ��
��2�� ��� p #��
������ 
�	� ��,� �&� �1��&� ��� )�
� �� p ),�� �	� ����������	
������ �

�� G���	�� !�!�� /��,��� ���� ��� )�� �������� p� �� 
���� J(p) ����� �
����/����� ����� ���� ��� ����� �� p(z) = azn� ���� |a| = 1 ��� n ≥ 2�

�����	���� �>�>� �� 
���� Julia �	� f(z) = zn, n ≥ 2 ����� � ����/�����
������ /	� J(f) = K(0, 1) = S1�

���*��� �>�>� #� ������ J(p) ��� F (p) ����� ����	 �����������

.�����1�� (��,����� ��� �� F (p) ����� ���&� �����&�� ��� ����/� 	 p ����� ����
����� �� /��1���� ���� ��� ����� ���
��� �����&��� �� ����)�
�� ����� ����
��������� �&�

�� F ⊂ p−1(F )
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�>� 6���	*��� ���	
� ��

!� F ⊃ p−1(F ).

���/��������� �	 /�����	� A0
�& w ∈ p−1(F )� ���� �� z = p(w) ∈ p(p−1(F ))
p ���
=

F � ����� 	 ?pn@ ����� ��
������� 
� )�� ������� 
���� V ��� ����),�� �� z� G�
���/��1���� ��� �� w ∈ F /��,������ ��� 	 ?pn@ ����� ��
������� 
�� �������

���� p−1(V ) ��� ����),�� �� w� /���� w ∈ p−1(p(w)) ⊂ p−1(V )� A0
�& ��� (pni)
����� ��� ���������� �	� ?pn@� ���� �� �/�� ����� ��� 	 (pni−1)� 	 ����� ����),��
��� ���������� (pn′

i−1) ���������&� 
�������
� 
� 
������ ���
���� ��� V �
A0
�& ��� D ����� )�� 
�����)� ���
���� ��� p−1(V )� ���� �� p(D) ����� )��

p−1(V )

�


�
�D

�p

V

�
�

�
�p(D)

���pn′
i−1

C

%,��� !��F <��������	 
����
	 �	� (pn′
i) �)
� 
�� D�


�����)� ���
���� ��� V ��� )�
� 	 (pn′
i−1) ����� ���������&� 
�������
� 
��

p(D)� C�A ����� #� %,��� !��� 	 (pn′
i) ����� ���������&� 
�������
� ����� ���

D� ���� ���/������� �	 !� �
" ���� /��� �&� 
���&� Julia ��)��� �� ������2���� ���
	� 
��� ������� ��� ���

����
������ ������� ��� 
����� Julia� ������ ��� /��,��� ������ ����������	���
���� 	 ����������	�� /�� ��)��� �� 
��,)���� �� �	 ���
�� � 
������ ���������9
�	��� 0/� 	 ������	�� #�
�2���� 
� )��� �	 �������� ����
,	����
�� ��� )�
��
�� ��������� ��������� ��� 
����� Julia ��� ����),����� 
A ���� /�� ����� ����#�
��������� �� ������ ��������&�)��� ����	 ��� /��&�)�� ��� 
�� �/���

���*��� �>�>� .� deg(p) > 0! ���� �� {∞} ����� ����	 �����������

���*��� �>�>� ����� deg(p) ≥ 2� #��� � ��������� �� ∞ ��������� ����'
�� ��! F∞! ��� F ����� ����	 �����*���� ��� �� p�

��� ()�	���	�
 ���"�

��A �� G���	�� ��� Montel ��*�� ��������� �� �������
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�/ �� ������ Julia ��� Fatou

������� �>�>� ����� w ∈ J(p)� #���! ��� ��"� ������� ������ U ��� w! �⋃∞
n=1 p

n(U) ��������� �� ���� ��� ������ ��� C.

.�����1�� ��� ��� ���
�� ��� J(p) ��� ����/� w ∈ J(p)� 	 �����)���� ?pn@ /��
����� ��
������� 
�� w� ��� ���� 
�� U � �� ����)�
�� )����� ��A �� G���	��
��*��� �

?	3���� �>�>� 5��"������ ��� u ����� �� �1������� ������ ��� �����������
���� ����� ����� ��� ����������� ��������	! ���� ������ ��� ������ w ∈ J(p)
��� ��� ������� ������ U ��� w ������!  ���

∞⋃
n=1

pn(U) = C \ {u}.

#��� p(z) = u+ c(z − u)d ��� ������ c ∈ C ��� deg(p) = d.

.�����1�� G)����� W =
⋃∞

n=1 p
n(U)� ��� u /∈W � �� p(z) = u ��� ������ z ∈ C�

���� z /∈ W � /���� ��A �	� p(W ) ⊂ W ),���� ��� W ⊂ p−1(p(W )) ⊂ p−1(W )
��� {z} ⊂ p−1(p(z)) /∈ p−1(W )� 6���� C \W = {u}� ),���� ��� z = u� A��� 	
���	 �
	 �	� �1�
&
	� p(z) − u = 0 ����� �� u� /	� �� u ����� 
������ 
	����
����� ��� 	 ���	 ����
����	 ������ ��� p� A0�
�� ��A �� G�����/�� G���	�� �	�
��)#���� p(z)−u = c(z−u)d ��� ������ 
������ c ∈ C ��� d = deg(p)� %�������
p(z) = u+ c(z − u)d ��� ������ 
������ c ∈ C ��� d = deg(p). �

8���� �>�>� &�������� ������ �1������� ������ u! ���	 ���� ��� ��������'
��� "�������	! ��� *������� ��� J(p) ��� ����� ���1����� ��� w ��� U �

.�����1�� ��)��� �� /��1���� ��� 	 ?pn@ ����� ��
������� 
�� u� ����� u /∈ J(p)�
A0,���� ���

pn(z)− u = c
�n−1

i=0 di
(z − u)dn

= c
dn−1
d−1 (z − u)dn

= c−
1

d−1 [c
1

d−1 (z − u)]dn
,

	 ����� ��� �� 
������� �� ��)���

|c 1
d−1 (z − u)| < 1⇐⇒ |z − u| < |c|− 1

d−1 .

8���)����� ��� ������ z #��
����� 
��� ������� /�
��

D = {z ∈ C : |z − u|d−1 < 1/|2c|},

�)����� u� ���� |p(z)−u| < (1/2)|z−u|� ��� 	 pn(z) 
������� ���������&� ����
�� u 
� ���� ���
���� ��� D ��� )�
� 	 ?pn@ ����� ��
������� 
�� u� ���������
�� u �1������� ���� ��A �� �������� p. �
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�>� 6���	*��� ���	
� ��

���*��� �>�>� ����� p ��� ���� ���� *�"��� n ≥ 2! �� ����� ���� ��� �1��'
����� ������ ��� a� #��� �� p ����� ��������� 	 ��(���	 ��	 �� q: C → C ��
q(z) = zn�

.�����1�� A0
�& ��� q(z) = zn� ��A �� ���	������� ���� ),���� ���

p(z) = a+ c(z − a)n

��� ������ c �= 0� 0��)����� ���/����� (n− 1)
�	 ��2� μ ��� c� /	� �)���� �
��
μn−1 = c ��� ���2���� h(z) = μ(z − a)� ���� q ◦ h = h ◦ p� /	� �� �������
/��������

U
p−→ U

h ↓ ↓ h
C

q−→ C

���� U ����� ��� �����,� ��� w� ����� ����������� �
A0����� ��� �� 
���� Julia ���� ���&����� �� ��� �1�������� ���� u ∈ C �����

)��� ����� �)����� u ��� ������� |c|−1/(d−1)�

������� �>�>� #� ������"� ������� ��� ��"� z ∈ C �� ��� �� ���� �1������

$�% .� U ����� ��� ������� ������ ������!  ��� U∩J(p) �= ∅! ���� p−k(z)∩U �= ∅
��� ��"� k ∈ N�

$*% .� z ∈ J(p)! ����

J(p) =

( ∞⋃
k=1

p−k(z)

)
,

���� �
⋃∞

k=1 p
−k(z) ����� ����� ��� J(p)�

.�����1�� ?�@ (�/��)��� ��� �� z /�� ����� �� �1�������� 
	���� ��� ���	��������
�������� z ∈ pk(U) ��� ������ k ∈ N� /	� z = pk(w) ��� ������ w ∈ U ∩
J � ��� w ∈ p−k(pk(w)) = p−k(z)� ����� p−k(z) ∩ U �= ∅ ��� ������ k ∈ N�
7�	
����������� ���� �����	������ ��������� ��� �����	 �������� ��� k ��
p−k(z) ∩ U �= ∅�

?#@ �� z ∈ J(p)� ���� p−k(z) ⊂ p−k(J(p)) = J(p) ��� ���� k = 1, 2, . . . ��&
�	� ���
��� �����#	
���� G)�����W =

⋃∞
k=1 p

−k(z)� ���W ⊂ J ⇒ W ⊂ J = J �
A0
�& ���� w ∈ J ��� U )�� ������� 
���� �� w ∈ U � ��A �� ?�@ ),���� ���
p−k(w) ∩ U �= ∅ ��� ������ k ∈ N ?�� w /�� ����� )�� ������������ �1��������

	����� ���� w ∈ J(p)@� A��� ���/����� ������� 
���� U ����),�� �� w �)���� ��
W � ����� w ∈W � %������� J(p) ⊂W � �
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%������ �>�>� ���� ������ z ������� ��� ����� �1�������� ��� ��� R! ���� � ���'
�"�� ����� ���! O−(z)! ����� ����������� #� ������ ��� � ��� ������� ���*�'
��(���� �� E(R)�

�������� �� 
���� E(R) ����� ������
�)���

?	3���� �>�>� -�� ��� ���������� R ����������� ������� *�"��� ���� ��
���� ��� �1������� ������� .� E(R) = {ζ}! ���� � R ����� ��(���	 �� ���
���� ����! ���� �� ζ ����������� ��� ∞� .� E(R) = {ζ1, ζ2} �� ζ1 �= ζ2! ���� �
R ����� ��(���	 �� ������ ���������� z �→ zd! ���� �� ζ1 ��� ζ2 ������������ ���
0 ��� ∞! ����������	! ��� d ����� ������	 ������	�
������� �>�>� J◦(p) = ∅! ���� �� J(p) ���� ���� ���������

.�����1�� A0
�& ��� J◦(p) �= ∅� ��� �� J(p) ����),�� )�� ������� 
���� U � ����
pk(U) ⊂ pk(J(p)) = J(p) ��� ���� k ∈ N� �����

∞⋃
k=1

pk(U) ⊂ J(p).

A���� ��A �� ����
�� !�$��� J(p) = C ����� �
&� ��� )�� 
	����� �� ����� ����#�����

�� ��� �� J(p) ����� �����)��� �

A��� �� J(p) /�� ������ �� ����� D��� ��,�E�

?	3���� �>�>� .� J◦(R) �= ∅! ���� J(R) = C�

���*��� �>�>� .� deg(p) ≥ 2! ���� �� J(p) ����� ��� ������ ������ ��� ����
����� �����"�������

.�����1�� �� J(p) ����� ���
��� ��� ����� �� ��� /�� ),�� ������&�)�� 
	�����
A0
�& u ∈ J(p) ��� )
�& U ��� ������� �����,� ��� u� G� /��1���� ��� �� U
����),�� ��� �� 
	���� ��� J(p) ����� ��� u� 8���,��� /�� �������
��� ����
����/� J(p) = J(pk)� 	 ������&
	 �&� �����/���� 
	���&� ������ �� ��&�	��� &�
������&
	 
������� 
	���&��

?�@ �� u ����� 
������ 
	���� �	� p� /	� p(u) = u� �� 	 p(z) = u /��
),�� �	 �
	 ����� �	� u ���� u /∈ J(p)� A��� ����,�� ����,�
��� )�� w �= u
�� p(w) = u� �� ��A �� ?�@ ��� ����
����� !�$�!� �� U ����),�� )�� 
	����
�	� p−k(w) ��� ������ k ≥ 1� <��/����� �)���� 
	���� #��
����� 
�� J(p) ��&
���
��� �����#	
��� ��� ����� /���������� ��� u� ���� pk(u) = u�

?#@ �� u /�� ����� 
������ ?� �����/���@ 
	���� �	� p� ��A �� ?�@ ��� ����
�����
!�$�!� �� U ����),�� )�� 
	���� �	� p−k(u) ⊂ J(p) ��� ������ k ≥ 1 ��� ���� ��)���
�� ����� /���������� ��� u� �

C�� �� ���/��,��� 	 ����
���,	 �����
	 ��� �	�)� ��������
���� ���������� ��
�������
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� ��

8���� �>�>� ��� a ∈ J(R)! ���� ������ b ∈ J(R) ������!  ��� a ∈ O+(b)!
���� b /∈ O+(a)�

���*��� �>�>� .� deg(R) ≥ 2! ���� �� J(R) ����� ��� ������ ������! �����
����� �����"�������

��� *� ����� Julia ��	 �� ���	�'	�
 ���"�

%������ �>!>� 5��"������ ��� �� ζ ∈ C ����� ��� �������� ������ ������� n
���	 ���������	 ��������	 f ��� λ = (fn)′(ζ)� #��� �� ζ �����2

$�% �������
����! �� λ = 0!

$*% ���
����! �� 0 < |λ| < 1!

$�% ��&
����! �� |λ| > 1!

$�% �	��� �/������! �� � λ ����� ��� �(� ��	 ������	!

$�% �����&� �/������! �� |λ| = 1! ���� � λ ��� ����� ��� �(� ��	 ������	�

< �������

λ = (fn)′(ζ) =
n−1∏
k=0

f ′(fk(ζ))


�,�� ����)����� ��� &� �������� �	� �����/���� ���,����

?	3���� �>!>� .� deg(p) = n > 0! ���� �� z = ∞ ����� ��� ������������
���"�� ������ ��� p�

.�����1�� A0
�& p(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · · + a0� ���� ai ∈ C ��� ����
i = 0, 1, . . . , n ��� an �= 0� ����

p(∞) = lim
z→∞ p(z) =∞ = p−1(∞).

G�&����� ��� ����
,	����
�� Möbius h(z) = 1/z� < h �����)��� �� 0 
�� ∞ ���
����
����&�� 0��
	� ����� �I� ��� ���������� ����

h ◦ p ◦ h−1(z) =
1

p(1/z)
=

zn

an + an−1z + · · ·+ a0zn
.

���� 	 �	�� 
�����	
	 �	/���2���� ���� z = 0� ��&� ���
	� ��� 	 �����&��� �	��
%������ p′(∞) = 0� �
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%������ �>!>� ���� ������ z ���	 ����������	 f ������� ��� ����� ������ �����9
/���! �� ��� �����"�� ������ ����� ����� ��������! ������ ��! ��� ������ n ∈ N!
�� fn(z) ����� �������� �������

���� ������ ���	 ����������	 f ������� ��� ����� ��������/���! �� ��� ����� ��'
������ ���� ����� 	 ���������

?	3���� �>!>� ����� deg(p) ≥ 2 ��� ���"������ ��� �� p ��� ���� ��������
������ ������� n� #��� n = 2 ��� �� p ����� ��(���	 ��	 �� z �→ z2 − z�

4��*������	� �� � R �?p@ �� 
��#��2���� �� 
���� �&� �&� ��&
�����
�����/���� 
	���&� ��� ���&����� p�

?	3���� �>!>� :�� ��� ���� ���� p: C→ C �� deg(p) ≥ 2! J(p) =�! ������
�� �������� �������� ������ ����� ����� ��� J(p)�

.�����1�� (��,����� ����� ��� � ⊂ J(p)� A0
�& )�� w ∈ � �����/�� p ≥ 1�
���� �� w ����� )�� ��&
���� 
������ 
	���� �	� g = pk� ������ ��A �	� �����
	
!���'� J(pk) = J(p) = J(g) ��� ��)��� �� /��1���� ��� 	 ?gn@ /�� ����� ��
�������

�� w� 8���)����� ��� ������ ���� �� w #��
����� 
� )�� ������� 
���� V �
����� ��� ������ 	 ���������� ?gni@ 
������� ���������&� 
� ���� 
�����)�
���
����� �,� ���� �� ������� ���� gm(w) = w ��� ���� m = 1, 2, . . .� ��
���� ��� ������
�)�	 �������� 
�����	
	 g0� %�����&� ���� �� G���	�� ��$��
�������� �� �����&��
���� ��� ��������� (gni)′(z) → g′0(z) ��� ���� z ∈ V �
��� ���� g(w) = w� ��A ��� ������ �	� ��
�/�� ),���� ��� |(gni)′(w)| =
|(g′(w))ni | = |g′(w)|ni � �� ����� ������ ���� �� ∞� ����/� �� w ����� ��� ��&
�����
/	� |g′(w)| > 1� ���� ������
��� &� ���� �� ������
�)�� �	� g′0(w)� �����
w ∈ J(g) = J(p)� A��� � ⊂ J(p) ���� ����/� �� J(p) ����� ���
��� � ⊂ J(p)�

���� /��,����� ��� J(p) ⊂�� A0
�& ���

W = {w ∈ J(p) : p(z) = w ��� ������ z �= w �� p′(z) �= 0}.

A��� �� W ��������� /����������� ��A �� J ������ �� 
	���� w = p(z) ��� ��
����� z �= w �� p′(z) = 0� �� ����� ����� �&� 
	���&� ����� ������
�)�� ���
/�� ����#����� �� #���� ��� p� 0�� �)��� #��
������ 
�� J � ���� �)���� 
	����
/�� ����� ������&�)�� ��& �	� �����
	� !�$�!� ����� ),�� 
	���� ��� W ������
����� ��� )�
� #��
����� 
�� W � A��� W = J ��� ����)��� �� /��1���� ��� W ⊂�
� ���� ��� W ⊂ � ?���� �� � ����� ���
��@� A0
�& ��� w ∈ W � ����� ��A
��� ���
�� ��� W � ����,�� )�� 
	���� z �� p(z) = w� z �= w� p′(z) �= 0� ��� ��
G�% ����� �� p ),�� ��� ������	 ����
����	 p−1 
� ������ ������� 
���� V
��� ����),�� �� w� 0���/� z �= w� �������� �� ���)1���� �� V ��
� ������ �
��
V ∩ p−1(V ) = ∅� ����� ),���� p−1:V → C \ V �� p(p−1(v)) = v ��� ���� v ∈ V �
.� %,��� !�!�
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�

�>! �� ������ Julia ��� *� )	������� ���	
� �,

	�
�
p−1(V )

�� �
��

p

p−1
z 	�

�
V

�w
%,��� !�!F 0����� ��� �������� 
����� V � �
�� �� �	� �)������ �� �� p−1(V )�

C�A ����� 	 �����)���� �&� 
������
�&�

gn(v) =
pn(v)− v
p−1(v)− v , v ∈ V

����� ���� &��
�)�	 ��� ������	� ����� �� ��� w ∈ � �� �����H��� �� ����
������� 
���� ��� ����),�� �� w �)���� �� �� A0
�& ��� U ����� )�� �)���� ����9
��� 
���� �� U ⊂ V � ���� w ∈ J � 	 �����)���� ?pn@� ��� ��� 	 ?gn@� /�� �����
��
������� 
�� U ?
	����
�� ��� � ��������
��� �	� gn /� ����#����� �� ��
n@� ��A �� G���	�� ��� Montel ��*��� 	 gn(v) ��)��� �� ������� ��� ���)� 0 � 1 ���
������ n ��� ������ v ∈ U � %�	� ����	 ������&
	 pn(v) = v ��� ������ v ∈ U �
��� 
�	 /�����	 pn(v) = p−1(v)� ����� pn+1(v) = v ��� ������ v ∈ U � A��� �� U
����),�� ������ �����/��� 
	����� ���� ����� ��&
����� /���� ���)�� 
	���� 
�� V
/�� ��������2���� ���
��� ����� ��� V �)
& �	� p� ���� V ∩ p−1(V ) = ∅� A0�����
���� ��� w ∈�� ���� �� w ���� )�� ��������� 
	���� ��� W � �
%�� ������� ������� �� /���� ��� ���� ������ �
,��� ��� ��� ��� �	�)� ��������9

����

?	3���� �>!>! ����� R ��� ��� ���������� *�"��� d! ���� d ≥ 2� #���

J = {�������� ������ ��	 ;}′,

���� J ����� �� ��������� ��� �� �������� ������ ��	 R �������

%������ �>!>� <�������� ��	 ��� �������� ���"�� ������ z0 ����� ������ ��
������ z ��� �� ����� ������ n > 0!  ��� fn(z) = z0 ��� ��� �� ����� ������ ���
������"�� �������,�� ������� f−i(z) ���������� � ��	 �� z0.

������� �>!>� <�"� �������� �������� ������ ��� P ���������� ����������
������� ��� �����! �� ���������� ������ ����� ����� ��� J(P )�

%������ �>!>! -�� �������� f ����� ������� ������ ��� ��� J(f)! ��! ���
��"� ������� ������ U �� U ∩ J(f) �= ∅! ������ n ∈ Z �� fn(U ∩ J(f)) = J(f)�
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������� �>!>� .� D ����� ��������� ������� ������ ������!  ��� D ∩ J �= ∅!
���� ������ ��� N ∈ Z ������!  ��� J = RN (D ∩ J)�

%������ �>!>, ����� f : C→ C ��� ��������� .� a ����� ��� $���%���������
�������� ������ ��	 f ������� p! ��,����

A(a) = {z ∈ C : lim
n→∞f

np(z) = a}

��� �� ����	 )1	� ��� a! ������ ������ ��1�	 ����� �� ������ ��� ������� ��
����� �������(��� ��� ��"���� $���%��������� �������� ������

����*����	�� �>!>� ��������� O−(a) ⊂ A(a) ��� A(a) �= ∅� /���� a ∈ A(a).
�����	����� ���
	� ��� �� a ����� )�� ���
���� 
������ 
	���� �	� f � ���� fk(z) ∈
A(a) ��� ������ k ∈ N ������ ��� z ∈ A(a)�

�� ��� ����	 )1	� /�� ����� 
��������� 
����&� ��&����� �	� ����� ������
��1�	� A∗(a)� ��� a� 	 ����� ����� 	 
�������� 
���
��
� �	� A(a) ��� ����),�� ��
a�

?	3���� �>!>, -�� ������ ��1�	 ����� ������� �������

.�����1�� ���� �� a ����� ���
����� �� �� 
	����� ����� ���� ������ ������
���
��
	� r ��� �� a� �� 
�������� ���� �� a ��� �������#�������� �������)�
�	� f � �� �� ����� ),���� ��� a ∈ D ⊂ A(a) ��� )��� ����� ������� /�
�� D�
�� a =∞� �������� �� ������� D = {z ∈ C : |z| > r} ��� ������ ����� r�

A(a)

�
	



�

f−n(D)

�z �f
n � fn(z)

	�
�


D

�a

%,��� !�$F �� A(a) ����� ������� 
�����

A0
�& z ∈ A(a)� ��)��� �� /��1���� ��� �� z #��
����� �)
� 
� )�� �������

���� ��� ����),���� 
�� A(a)� �� fn(z) ∈ D ��� ������ n ∈ N� �����
z ∈ f−n(D)� /���� {z} ⊂ f−n(fn(z)) ⊂ f−n(D)� �� ����� ����� ������� ��&

��),���� �	� f ��� #��
����� 
�� A(a)� ����/� ��� �� D #��
����� ����� �

������� �>!>� -�� ����� ������ ��1�	 ����� ������� �������

.�����1�� ���� �� A(a) ����� ������� ���
���� ��� C ��� A∗(a) ����� 
��������

���
��
� ��� A(a)� ���� �� A∗(a) ����� ������� ���
���� ��� C� �
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�>, :�1��
	� �����*��3� �����*��	�� �*� �-�
�� Riemann �4

?	3���� �>!>0 .� �� p(z) ����� ��� ���� ���� *�"��� n! ����A∗(∞) = A(∞)�

8���� �>!>� ����� a ��� $���%��������� ���"�� ������ ��� p� #��� ∂A(a) =
J(p).

8���� �>!>� A(a) ⊂ F (p).

%������ �>!>0 ����� ��� f : C → C ����� ��� ��������� #� ����
�)�� 
����
Julia! K(f)! ��	 f ����� �� ������ ��� ������� ��� ������ �� �����	 ��� �������
��� �����! ����!

K(f) = {z ∈ C : limn→∞ fn(z) �=∞}
= {z ∈ C : �� {|fn(z)|}∞n=0 ����� ,������}
= C \A(∞).

0���� ������)� ��� �� ∂K(f) = J(f)� �� ����
�)�� 
���� Julia ������� ����9
/����� 
������ �� ����� ���2���� 
��� �������� � ��

��# ��+��"�! ������	�,� ��������� �� ��"-

�� Riemann

�� ����� )���
�� ��� 
�2����� 
�	 ����/��� ����
	 /������ ��� �� :���� ���
Schwarz�

8���� �>,>� @SchwarzA ����� � f :D(0, 1) → C �����,�!  ��� |f(z)| ≤ 1
��� ��"� z ∈ D(0, 1) ��� f(0) = 0� #��� |f ′(0)| ≤ 1 ��� |f(z)| ≤ |z| ��� ��"�
z ∈ D(0, 1)� �����	! �� |f ′(0)| = 1 � �� |f(z0)| = |z0| ��� ������ z0 ∈ D(0, 1) ��
z0 �= 0! ���� f(z) = cz ��� ��"� z ∈ D(0, 1)! ���� c ����� ��� ���"�� �� |c| = 1�

�� �� ���� �� :���� ��� Schwarz ����)��� ��� ��� �������� 
�����	
	� 	
����� ),�� �� ; &� 
������ 
	����� ��)��� ���� �� ),�� �� ; &� ���
���� 
������

	���� � �� ����� ����
������ /	� �� ; �� ����� ��/)���� 
������ 
	�����

����� � ���	
�������
��� �������
�

?	3���� �>,>� �������� R: C → C ���������! z0 ∈ C ��������� � ��������
�������� ������ ������� n ��� λ = (Rn)′(z0) �� |λ| �= 1� #��� ������� ���
������� ������ U ��� z0 ��� ���	 ��������	 ���������	 �������,����	 φ:U →
D(0, r) ��� ������ r > 0 ������	!  ��� φ(z0) = 0! φ′(z0) = 1 ��� �� ��������

U
Rn−→ U

φ ↓ ↓ φ
D(0, r) z �→λz−→ D(0, r)

�� ����������"�����
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����� � 	������	
��� �������
�

?	3���� �>,>� �������� R: C→ C ���������! z0 ∈ C ������������ ������'
�� ������ ������� n ��� k ≥ 2 ������	 ������	!  ���

(Rn)′(z0) = (Rn)′′(z0) = · · · = (Rn)(k−1)(z0) = 0

���

(Rn)(k)(z0) �= 0.

#��� ������� ��� ������� ������ U ��� z0 ��� ���	 ���������	 �������,����	
φ:U → D(0, r) ��� ������ r > 0 ������	!  ��� φ(z0) = 0! φ′(z0) = 1 ��� ��
��������

U
Rn−→ U

φ ↓ ↓ φ
D(0, r) z �→zk−→ D(0, r)

�� ����� ��������"������

����� � �	������ �������
�

" ������ /������� 
� ��� �����,� ���� ��/)����� �����/���� 
	����� /�� ����� ��
�
����� �� ����������� 8���,��� ��� ������� ��&������ 
,����� �� �	� ������&9

	 �����

A0
�& R: C → C ��������� deg(R) > 1� z0 ∈ C ��/)���� 
������ 
	���� ���
λ = R′(z0)� |λ| = 1� �� ���
����
���� �� 
�2��1���� �	� R | U �� �	� �����&��
�	�� �� /��������

U
R−→ U

φ ↓ ↓ φ
D(0, r) z �→λz−→ D(0, r)

����)��� �	 
�����	
���� �1�
&
	

φ ◦R(z) = λφ(z),

��� ���� z ∈ U � " �1�
&
	 ���� �����2���� ����������� �1����� Schröder� �
%0S ,���� 
�������� ��� ������� ��� �������� 
�����	 ��� �	� ?������@ 
�2����
�	� R �� �	� z �→ λz� C�&��������� 	 
�����	
���� �1�
&
	 Schröder )�� ��� ��
z0 ����� �� �)���� ���� /�
��� ��� ��� ������ 	 
�����	
	 ������� ����
������

���*��� �>,>� .� �� λ ����� �(� ��	 ������	! ���� � 4�S ��� ���� �����
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�>0 ��6������� ��*� Sullivan *�� ������� Fatou ��

?	3���� �>,>� @CamachoA ����� f(z) = λz+a2z
2+a3z

3+. . . ��� ���������!
��� ��� �� 0! ����������� .� λn = 1 ��� λm �= 1 ��� 1 ≤ m < n! ���� ���� fn = I
� ������ ���	 ������	 �������,����	 h ��� ���	 ������	 k ≥ 1 ������	!  ���
h(0) = 0 ��� h ◦ f ◦ h−1(z) = λz(1 + zkn)�

?	3���� �>,>! @?	3���� *�� ��+���A ����� f(z) = λz+a2z
2 +a3z

3 +
. . . ��� ���������! ��� ��� �� 0! ���������� ��� ���"������ ��� λn = 1 ��� λm �=
1 ��� 1 ≤ m < n� .� fn �= I! �������! ���	 ������	 k ��� nk ���������	
�������	 ��� ��� �,��������	 ���� ���! �� �����	 ,�(��� ������ ������� �����!
�������(���� ��� ��"�	 A �� ����� ��� ��� ��� ��� ��� nk ������ Πj (A =
∪nk

j=1Πj) ����!  ���

(i) fn(A) ⊂ A!
(ii) fp(z) → 0! ��" 	 p → +∞ ��� ��"� z ∈ A! �,��������� 	 �	 ��	 ���

�1��� ��� �������!

(iii) fp(B)→ 0! ��" 	 p→ +∞! �������,�	 ��� ��"� �������	 B ⊂ Πj �

?	3���� �>,>, @SiegelA ����� R: C→ C ���������! z0 ∈ C ������� ���"�'
� ������ ��� λ = R′(z0) = e2πıθ (|λ| = 1)� .� θ ∈ R \ Q ��� ������� "�����	
���"��	 a, b ������	!  ��� ∣∣∣∣θ − p

q

∣∣∣∣ > a

qb

��� ��"� p, q ∈ Z �� q ≥ 1! ���� � 4�S ���� �����

��. *�)	����� ���
 Sullivan ��� ������ Fatou

< D. Sullivan� �� � 4!� �����&
� �	� ��1����	
	 �&� /�������� �/�����&� ����
�	��� ��������
	� ���& 
�� 
���� �	� Fatou� ,�	
����������� �	 ��&��� �&�

,�/�� 
������&� ��������
�&� ?�/�&� �� G���	�� �	� �����
��	� ��������
	�
Riemann �&� Morrey, Ahlfors ��� Bers@�

O� 
����&�� 	 R ����� ��� �	�� ��������
	 #����� ����,�
��� /���

?	3���� �>0>� @SullivanA �&��	 �� ���������	 ������ ��	 ��� ������� Fatou
��	 ���������	 R ����� ����������	� ��� �����! ������ ���� ��� ����������
���"�	 ������� � �������� ��

%������ �>0>� -�� �����"�� ���������� ��������� ������ �� F0 ��� F �����2

$�% ���
����! �� ������� ��� ��������� ���"�� ������ ��	 R8

$*% �������
����! �� ������� ��� ������������ ���"�� ������ ��	 R8
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!/ �� ������ Julia ��� Fatou

$�% ����#���� ?� ����� Leau@! �� ������ ��� �� 	 ����,�� ���"�� ������
z ��	 R ��� ����� ��	 F0 ��� �� R

n → z ��� F0! ��" 	 n→∞8
$�% /�
��� Siegel! �� � R:F0 → F0 ����� �������� 	 ��(���	 ��	 ��� ����������

$����% ������,� ��� �������� ���������� ������ $� ���	 ��� 	 �������'
��� �������% ��� ��� ������ ���8

$�% /������� Herman! �� � F0 ����� �����,�	 ��������� ��	 ��� �������� ���
� R:F0 → F0 ����� �������� 	 ��(���	 ��	 ��� ���������� ������,� ���
��������� ��� ��� ������ ����

&� ������ Siegel ��� �� ��������� Herman ���,������ ����"�	 ��� �	 ����� ����9

�������

����*����	�� �>0>�
?�@ 0�A �
�� deg(R) ≥ 2 ��� 	 R ����� ��������� 	 R|F0 /�� �� ������
� ���)

�� ����� 
�2���� ���� ��� ����
����� z �→ eiθz� ���� θ �	����
?#@ +�
���� 
�� ?/@ ��� ?�@� �� ����
����)� ),��� ���������&� �����	 ��1	 /�����

/����������� ������ Rn �� ���� 	 ��������� ��� ���� deg(R) = 1�

?	3���� �>0>� @SullivanA ����� D � ��������� ������ �� ��� ������� Fa-
tou ��	 ���������	 R ������!  ��� R(D) = D� #��� � D ����� ���	! ��� ��
���������� �����! �����	�

C�� ������)�& ��#����
	 ��� ��� ��������)��� �����)������ ��� ��/����������
������
�	 
��� ���
����� ����
��� M�N ��� M�$N ����� ��� 
�� M��'N ��� M�!N�
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�������� �


�����	 �����	

<� )����
��� ���,�)� �&� ���
��&� 
	���&� ���� �	��� � ���&������� ��������
	�
������2��� �� ������ ,�����	��
���� �	� ����� /�������� �	�� " ���� w �����
������ ���� ���� 
�����	
	� f � �� 	 �1�
&
	 f(z) = w ),�� �
	 �	� ������ 	
������	�� ����� ��������	 �	� ����/��� ��� �)���� �
	 c ������� ������
������� 7�	
����������� �����)� 
��������)��� ��� ��A �
�� 	 f ����� ��������
���� ����� �
�/����� �� �	 
�����	 f ′(c) = 0 ?����,�
��� ���� c �=∞@� < ����
�&� ���
��&� 
	���&� ���� �	� �����	H	 ���� 
�����	
	� ���
	�������� 
�	� M4;N�
" M$ N �
,������ ���
	� �� �	 /������� �	��� ��������
�&��

��� $�	����	������ ��� ���	������ ���	���"-

���

?	3���� �>�>� ����� R ��� ��� ���������� �� deg(R) ≥ 2 ��� ���"������
��� � ���������� {Sn : n ≥ 1} ����� ������!  ��� ��"� Sn ����� ���	 ���������	
�����	 ����	 ����	 ������	 (Rm)−1 �� ��� ������� D� #��� � {Sn : n ≥ 1} �����
,���������� ��� D�

.�����1�� A0
�& ��� p ∈ D ��� ��&����� �	� R(p) = p� 6���� �� p /�� �����
���
��	 ���� �	� R ��� deg ≥ 2� ����,��� ����,�
��� /�� /���������� 
	����

�	� R−1(p)� )
�& p ��� p1 �� p �= p1� <���&� ��� �	� R−1(p1) ��� ���)����� )��
/���������� ��� p1� )
�& p2� ���� ��� p2 �= p� A��� ����,�� )��� ����� �	� R� �
������ ����),�� ����,�
��� ���� 
	���� ?/���������� ����1� ����@� ��������� /��
/��2������� ������ A ��� B �	� R �� ��� ���A )�� �� ����),�� ����,�
��� ����

	����� ����� 	 Sn /�� ������ �� ��������2�� ���/����� 
	���� z ��� D \A 
�� A
?/����������� ��� ������ m� �� z = RmSn(z) ∈ A@� ������ ��A �� G���	�� ��*�$� 	
{Sn : n ≥ 1} ����� ��
������� 
�� D \A� �� �/�� ���,���	�� �
,��� ��� �� B� )�
�
	 (Sn) ����� ��
������� 
�	� )�&
	 (D \A) ∪ (D \B) = D� �
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�

!�  �
���� ���	
�

��� /�"	�� ���"� ��	 ���	�'	��" ����	

%������ �>�>� ���� ������ z ����� ���
��� 
	���� ���	 ����������	 R! �� � R
����������� �� ����� /0/ �� ��"� ������ ��� z! ���� �� ��� ����� ����� 	 /0/� -��
���� w ����� ���
��	 ���� ��	 R! �� ����� � ������ ������� ������� �������! ���� ��
w = R(z) ��� ������ ������ ������ z.

4��*������	� �� 
���� C �� 
��#��2�� �� 
���� �&� �&� ���
��&� 
	���&�
�	� R ��� �� C+ �� 
��#��2���� ��� )����
��� ������� ��� CB ���

C+ =
∞⋃

n=0

Rn(C).

��A �	 
,)
	 �&� Riemann–Hurwitz ),���� �� �1��

������� �>�>� -�� ��� ���������� "������ *�"��� d ���� �� ���� 2d− 2 ���'
,������ ������ ������ ��� C� ���� ���� ���� "������ *�"��� d ���� �� ����
d− 1 ���,������ ������ ������ ��� C�

?	3���� �>�>� .� �� p ����� ��� ���� ���� *�"��� n ≥ 2! ���� �� z = ∞
����� ��� ������ ������ ��� p ��1�	 d− 1�

< #�
�������� ���� ��� ��� ����� �������� ��� 1�,&��
�)� ���)� ���,�)� �&�
���
��&� 
	���&�� #��
����� 
�� ������� G���	�� ��� Fatou:

?	3���� �>�>� .� � R ����� ��� ��� �������� ������ ���� ��������� �����!
���� ����������� ��� ������ ������ "� ��������� ��	 ������

����1� �&� ���
��&� 
	���&� ���� �	��� �����	������ ����/�� R� 	 �����
,�	
����������� ��� �	� ����
	 �&� ��2�� ���� 
�����	
	� f � ����� ��� �� ��2��� z∗i �
�	� f � �� ������ ����� ���
	� ���
���� 
������ 
	���� �	� R� ��������� ���� ��

	���� /�� ����� ������� �� 
�������� ���� ����
/����� ���� ���
������ ��9
����� ���� ������ ����� /���)
���� ��� ��2�� ��� ������ �� �����2���� ����"��
������ �������

������� �>�>� #� ���"�	 ��� �������� � ������� � ���� � ����� �� ����
2d− 2 = 2(d − 1)�

< Shishikura� �� � 4-� ��)/��1� ���� �
,��������

?	3���� �>�>� -�� ��� ���������� R *�"��� d ≥ 2 ���� �� ���� 2d − 2 ��
���������	 ������	�
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�>� &���)����	*����� �������	�	� !�

���� ������ �� ���/��1�� ������ �� ������ ��� G�&������� !�'�$ ��� �	�)�
��������
����

?	3���� �>�>! J(R) = {�������� �������� ������ ��	 ;}�

?	3���� �>�>, ����� R ��� ��� ���������� *�"��� d! ���� d ≥ 2 ��� ���� K
��� ������� ��������� ��� C ������!  ��� K ∩E(R) = ∅! ���� �� K ��� �������
������ �1������� ������ ��	 R� .� z ∈ J ! ����! ��� ��"� ������� ������ U ���
z! ���� ��� U ∩ J �= ∅! ������ n0 ∈ N ������!  ���! ��� ��"� n ≥ n0, R

n(U) ⊃ K�

.�����1�� 6���� U ∩ J �= ∅� ����,�� z ∈ U ∩ J � 0���/� z ∈ J � ��& ���
���	����)��� ��&������� �������� �� ����� ��� �� z ����� )�� ��&
���� �����/���

	���� �����/�� p ��� ����/� z ∈ U � ����,�� ��� �����,� V ��� z �� z ∈ V ⊂ U �
���� �� z ����� ��&
����� Rp(V ) ⊃ V � A0�
�

V ⊂ Rp(V ) ⊂ R2p(V ) ⊂ · · · ⊂ Rnp(V ) · · · .

���� K ∩E(R) = ∅ ��� z ∈ J �

K ⊂ C \E(R) = C \ E(Rp) =
∞⋃

n=0

Rnp(V ).

�� K ��&� ����� ��� 
�����)�� &� ���
�� ���
���� ��� 
�������� C� �����
����� �� 
���� 
�� /�1�� �������� )�� ������� ������ ��� K� ����,�� )���
��)����� N �� K ⊂ RN (V ) ��� �� n ≥ n0 ),����

K ⊂ RN (V ) ⊂ · · · ⊂ Rn−NRN (V ) = Rn(V ) ⊂ Rn(U),

��&� ���������� �

��� 0�����������	� ! �	��� ��	�!

" ����
	 ���� �1�
&
	�� 	 ����� �����2�� ��� ��2�� �	� �)
& ���� 
��/��
���
�	��� ���1�&� ��� �1��&��� ��2�� �����2���� ����*��� ������� � ������� ����
�(�� �� < /������#������ ����� ���� ��&
��� 
���� #�#�������B �
��� ��#����
��� �������#����&� ���&���&� �)
& ��2���� /��	��� ��� ���� Scipione del Ferro,
Tartaglia, Cardan ��� Ferrari 
�� �)
� ��� �*;; ?��#� �� ������	�� �=@�

�����	���� �>�>� @&	*�*��)� �	�*	��.�+�
�� )���������A G� /��9
1����� �&� )�� /������#����� �������� q(z) = az2 + 2bz + d (a �= 0)� ����
a, b, d ∈ C ������ �� ������	��� �)
& ���� ��������� ����� 
��������)�&�
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���� ���	
�

w = Φ(z) = az + b (a �= 0) ���� �	 ����� pc(z) = z2 + c� ���� c = ad − b2 + b�
A0,���� /	�/� �� ������� ���������� /��������

C
q−→ C

Φ−1 ↑ ↓ Φ
C

pc−→ C

���� Φ ����� #�#��&� � ����
,	����
��� Möbius ��� �������)����� 0���)�&�

p(w) = Φ ◦ q ◦Φ−1(w) = Φ ◦ q
(
w − b
a

)
= Φ

(
a

(
w − b
a

)2

+ 2b
(
w − b
a

)
+ d

)
= Φ

(
1
a
(w2 − 2bw + b2 + 2bw − 2b2 + ad)

)
= Φ
(

1
a
(w2 − b2 + ad)

)
= w2 − b2 + ad+ b = w2 + c,

���� c = ad− b2 + b�

�� ����/����� ���� ��� /��,��� ��� ��� �� �������
���� �	 /������� �&� �&�
/������#����&� ���&���&�� ,����2���� �� �����
���� ���� �	� ��
	 �&� /��9
����#����&� ���&���&� �	� ������ z �→ z2 + c, c ∈ C�

��� �� G���	�� !�'�� ),���� ��� �� pc ����� ������� ��������� 
�2��)� �� �	�
z �→ z2 ���& ��� �� ∞� 0���)�&� ����,��� ��� �����,� U ��� ∞ 
�	� C� r ≥ 1
��� )��� ��������� ����������
��� φc:U → C \D(0, r) )�
�� �
�� φc(∞) = ∞
��� �� /��������

U
pc−→ U

φc ↓ ↓ φc

C \D(0, r) z �→z2−→ C \D(0, r)

�� ����� ��������������� A��� φc(pc(z)) = [φc(z)]2 � pc(z) = φ−1
c

(
[φc(z)]2

)
� z ∈ U �

C�� z ����� 
�� ∞� /	�/� ��� |z| ≥ 1 + |c|�

φc(z) = z

∞∏
k=0

(
1 +

c

[pk
c (z)]2

) 1

2k+1

,

���� (
1 +

c

[pk
c (z)]2

) 1

2k+1

= 1,

����� 	 /����/&
	 �	� 2k+19�
��� ��2�� �	� ����/���
0�/��� ���	����)�&� ��� ���� ����/��� /������#����� �������� ������ ��

���,��� 
�	 �����
pc(z) = z2 + c, c ∈ C ?$��@
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�>! :����� Julia �	�*	��.�+�
�� )��������� !,

�)
& ���� ��������� ����� 
��������)�&�� �� ����/��� ���
��� 
	���� ��� �����
�� 0�

�� /�� ��#��� �������� ),��� ��2�� ��� 
,	����2��� ����� ����&��� 	 
�9

,���
�)�	 ��������
	 ��� 
�)��� ��� ��2�� ��� ���� ���� ��� ��2�� ��� ����

�2������� ��� �����	����)� ���� ����/���� <��/����� �������� ������ #�����
������ �� ���,��� 
�	 ����� p(z) = z3+Az−B� �� ������
���� p(1) = 0� ),����
��� A = B − 1 ��A �
�� A �= 0 �= B� 0���)�&�� 	 �����)����

pλ(z) = z3 + (λ− 1)z − λ = (z − 1)(z2 + z + λ), λ ∈ C ?$�!@

�	� ������ �� ��2�� ����� �� z∗1 = 1� z∗2 = (−1 +
√

1− 4λ)/2 ��� z∗3 = (−1 −√
1− 4λ)/2� ����),�� �� �� ��#��� �������� �� �������� ��2��� ����� ��� �� z3

��� z3 − z2 �� 0 &� ����	 ������� ��2�� %	����
�� �	� �1���	
	 �&� z∗2 ��� z∗3
��� �� λ� �� �������� pλ ����� ������ �� ��#��� �������� �� ����
��#�����

�����
�� ����/�� �&� ����&� �� ��2�� �����2��� 
�� �	/)� ��� ��� ),��� &� ��2�
�� 1� �� ���
��� 
	���� ��� pλ ����� �� ±√(1− λ)/3� ����

������ �����)�����
��� �	 /������� 
���������� �&� ��#���� ���&���&� ����,��� 
��� M!-N ��� M!4N�

���� �� ��2�� /�� �������#����&� ������� /�� 
,���2����� �� ������ ����
,	9
����
�� Möbius ?��)��� �� 
���&��� � �	 ��������� ���� �&� ��2��@� /�� ����,��
��� ������ ��������������� �����)���� �������#����&� ���&���&��

��� ������ Julia '��������1�"�� ����������

%� �� �� �������� pc(z) = z2 + c� ���� z, c ∈ C� J(pc) = Jc ��� K(pc) = Kc�

?	3���� �>!>� #� pc ���� �� ���� ��� ���������� ��������� ���"�� ������
� ��������� ������

.�����1�� ������ �� ���/��,��� �������&�� ����� #� M ;N� ��� )���
	 ���/��1	
����� 	 �1��F A0,�� ���/��,��� ��� �� a �= ∞ ����� )�� ���
���� �����/��� 
	����

	���� ���� ���&����� p� ���� ����,�� ����,�
��� )�� ���
��� 
	���� z �)�����
�
�� �� pk(z) )����� ���� �	� �����/��� ���,�� ��� ����),�� �� a� ���� �� ����
���
��� 
	���� ��� pc ����� �� 0� �� pc ��)��� �� ),�� �� ��� ��� ���
���� �����/���
���,��� �

�����	���� �>!>� K
,���2���
�� ��� �� pc(z) = z2 + c ),�� ����,�
��� )��
��&
���� 
������ 
	����� ����� ��� �� c = 1/4� /����� ��� ��2� a = (1/2)(1 ±√

1− 4c) �	� �1�
&
	� f(z) = z ),�� �/������ λ �� |λ| = 2|a| = |1 ± √1− 4c|�
���������� �	 ������ ������&���� ��2� #��
����� ��� |λ| > 1 ����� ��� 1 − 4c =
0⇔ c = 1/4� ���� ��� �� /�� ��2�� ����� �
�� �� �3! ),����� �/������ ��
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!0  �
���� ���	
�

���/��������� ���� ��� �� �/������ 
������ 
	���� �3! �	� f(z) = z2 + 1/4
#��
����� 
�� J = ∂A(∞)� C�� ���� ����� δ > 0�

f(1/2 + d) = (1/2 + d)2 + 1/4 = 1/4 + d2 + d+ 1/4 = d2 + d+ 1/2 > 1 + d/2

��� fn(1/2 + d) ≥ (1 + d/2)n ��� )�
� �� �3! ),�� 
	���� �	� A(∞) ������ ������
����� �� 1/2 ∈ A(∞)� �� ���� �� 1/2 /∈ A(∞) ),���� ��� 1/2 ∈ A(∞)\A(∞) =
∂A(∞) = J.

?	3���� �>!>� .� lim
n→∞p

n
c (0) �=∞! ���� �� Jc ����� ����������

.�����1�� .� M5-N� M ;N� �

?	3���� �>!>� .� |c| < 1/4! ���� �� Jc ����� ��� ���� ������� ������� ����
��� ���� ��� 	 ������� �,�������� ��"����

" 
�����	 |c| < 1/4 ������ �� ,����
�� ���&�� ���� ��� �)���� ����� ��
pc �� ),�� )�� ���
���� 
������ 
	�����

8���� �>!>� .� |c| < 1/4! ���� �� pc ���� ��� ��������� ���"�� �������

?	3���� �>!>! .� lim
n→∞p

n
c (0) =∞! ���� �� Jc ����� ���� 	 ���������

?	3���� �>!>, .� |c| > 1/4(5 + 2
√

6)! ���� �� Jc ����� ���� 	 ���������

��# *� ����� Mandelbrot

" /�,����	
	 ����1� �&� ����� �	� �����)���� c ��� /������#������ ���&�����
pc ��� ��� ������ 
���������� ���� 
���������	�� ���� ���� �	 
���������	�� ���

����� Jc� ������	�� ��� ��� Mandelbrot�

%������ �>,>� #� ������ M = {c ∈ C : �� Jc ����� ���������} �����(����

���� Mandelbrot�

���� ����� ��� �� ����� 
����� �� ����� ���2���� 
� )��� ��������� � �� C��
���� 
	���� c ∈M ),���� )�� /���������� /������� 
�
�	���

" ���/��1	 ��� �������� ��&������� #��
����� 
�	� M! N ��� ������� �	 #�
	
�	� �%% ?#� 6������ -@ ��� �	� ����
���� �����&� ���M�

?	3���� �>,>�

M = {c ∈ C : lim
n→∞ pn

c (0) �=∞}
= {c ∈ C : �� {pn

c (0)}∞n=1 ����� ,������}.
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�>, �� ������ Mandelbrot !4

?	3���� �>,>� @Douady–HubbardA #� ������M ����� ����������

.�����1�� .� M*'N� �
�� ����� 
	���� 
�	� ���/��1	 �&� Douady ��� Hubbard ����� �� ���/��,���

�&� 	 ��������
	

Φ: C \M → C \D(0, 1), Φ(c) = φc(c),

����� )��� 
�������� ����������
���� %	������� ��� 
�	� ����
	 �&� Douady
��� Hubbard ���2��� �� ������
��� �&� ��������
�&� Riemann� �� ������ ��������
)�� ��

��� ����� �	� ����/���� ����
	��

%������ �>,>� ����	 ����������	 � �	 X �������� ������� 
��������� 
� )��

	���� x ∈ X! ��! ��"����	 V �������� �� x ∈ V ! ������� ��� ������� U ���
��� ��������� ������ W ������!  ��� x ∈ U ⊂ W ⊂ V. & X �������� �������

���������! �� ����� ����� 	 ���������	 �� ��"� ������ ����

?	3���� �>,>� & X ����� ����� 	 ���������	! �� �� ���������	 ������ ��	
��� ������ � ���������� ��� ����� �������	 ��� X�

%,����� �� ��� ������
��� �&� ��������
�&� Riemann� � 6������/&��� ��)/��1�
�� ������� ��������� �������� ����1	� ���� �)����� ��)���
	��

?	3���� �>,>! @ ���+	�����A ����� ��� D ⊂ C ��� 	 ��������� ���
f :D → D(0, 1) �����,�	 ������,����	� #� �����! ∂D! ��� D ����� ��'
��� 	 ��������� ���� ��� ����! �� � f−1 ������������ �� ��� ������ ����������
g:D(0, 1)→ D�

C�� �	 /������	
	 �	� ������� 
���������	��� ��� Jc � ���M� �� Douady ���
Hubbard ���
�� ����� �� �������� ���� &� �1��F

%������ �>,>� ����� D ⊂ C ��� 	 ���������! z0 ∈ D(0, 1) ��� f :D → D(0, 1)
�����,�	 ������,����	 �� f(z0) = 0 ��� f ′(z0) > 0� #� �������� ��1� �����	
θ ��(���� �	 � ������� f−1(re2πiθ) ��� 0 ≤ r < 1 ��� �� �������� ���� �����	 θ
��(���� �	 �� limr→1 f

−1(re2πiθ)�

��������� ��� �� G���	�� ��� 6������/&�� 
���������� ��� �� �� D �����
������� 
��������� ���� ���2����� �� �������� ���� ��� ���� �&���� �� ��� ��
����
������

?	3���� �>,>, @Douady–HubbardA .� �� c ���������� ��� ��� ��	 �������
����� ���	2

(i) ������� ��	 ��� ��������� �����!
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(ii) ������� ��	 ��� ������� �������� ����� �� �������� ��� ����� �(� ��	 ��'
����	!

(iii) ����� ���������� $���� ��� ��������% ������!

���� �� Kc ��� Jc ����� ����� 	 ����������

�� �� 
���� Julia /������#����&� ���&���&� /�� ����� ����� �������

��������� ��&� /��,��� �� �������

?	3���� �>,>0 @Douady–SullivanA .� �� ������*�"��� ���� ���� pc ����
��� ������� ���"�� ������ ��� ������ � �������� ��� ����� �(� ��	 ������	 ���
�� pc ��� ����� ����� 	 ��(���	 �� ��� ������� ���! ���� �� ������ ��� Julia!
Jc! ��� ����� ����� 	 ����������

A<
�� ����� 
�	� ������ 
���������	�� ��� 
���	������� ?&� ���� �	� C@
��� 
����� Mandelbrot� ����,��� ���� �� ������ ���� �� �1��

?	3���� �>,>4 @Douady–HubbardA ����� Φ: C \M → C \D(0, 1) � ���'
��,�	 ������,����	 ��� "�������	 ��	 �������������	 ��� M� #���! ���
��"� θ ∈ Q! �� �������� ��� �����	 limr→1 Φ−1(re2πiθ) ������! ����� �������� ���
���������� ���� ��� �������� (ii) � ��� (iii) ��� =�������	 >�?�?�

�	� ������ ������	�� ��� 
����� Mandelbrot �� �� 
���� Julia ���
	������ 	
M�;!N� " ��������� ����
�� ��� Mandelbrot ����� 	 M�;-N ��� �������� ��/��	�� ��
M�;4N� C�������)�� 
���� Mandelbrot �1���2����� 
�	� M�'$N� " M*;N ��������� ���
����/������ �
�� �� �����&��2���� �	� �����/����	�� ���� �)���� ��� 
�����
Mandelbrot�

��. 2
�!

< ���
������� ����� �	 ��
	� �,� ����� ����� ,��
��	�
�� ����� ��� ������� ��� ��� �������� ����� ����� �����	�
�� 	 ��
	 /�� ���� �����	� /� �� �1�2� �� �	 ��&��
���� ���
�� /�� �1�2� �� ��&��
���� �	 ��
	� /� �� �1�2� ���� ��� 	 2&��

Henri Poincaré

" G�&��� ��� 7���� ������ ��A ���� ���� ������� ���/������&
	� �	� ��1	�
��� ��A ��)��� ���� ������� ���/������&
�� �	�� 8���,��� ���� ��/�,������
���
��� ��� ,����� ����������� ��� �������&�	���)� �����H��� �	� ��,����	���

�	� ����/��� ��&��� M�; N )&� �	� ��������� ���
)���
	 ��� M*�N ��� �����9
����� �/�� �� ��/���)��� #�#�� M�-$N ����� ��,)� �	� ,������� /��������� ,&���
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�>0 ���� !�

�� ����
)�,���� 
� �������)� #����� ����&� ��� ���	������� ��� ���
������
���H	�� " 
,)
	 ��� ,���� �� �	� ���1����
�� �	� �	�������� �������� 
��
M�� N�

A0
�& f :X → X ��� 
���,�� ��������
	 ��� ���� �������� ,���� (X, ρ)�

%������ �>0>� ) f ������� ���������� ����#����� � ����������)�	! ��! ���
��"� (����	 ������ � ������� U, V ⊂ X! ������ ���	 ����������	 ������	
k > 0 ������	!  ��� fk(U) ∩ V �= ∅.
(���
�	������ ��� ���������� ����#����� ��������
	 ),�� 
	���� �� ����� ������9
������� ������ ��� �����	H	 ��� ��� ������ ����� �����,� ���� ���/����� �	�
%������� �� /������� 
�
�	�� /�� ������ �� ���
������� 
� /�� /��2����� �������

����� �� ����� �����)���� �����#	�� ��� �	� ��������
	�

���*��� �>0>� .� � ����� {fk(x)}∞k=1 ����� ����� ��� ������� ������ U ⊂ X
��� ������ x ∈ U ! ���� � f ����� ��������� 	 ����*������ �

%������ �>0>� ���� �������� ������� {X; f} ����� ���������� ����#�����! ��
� f ����� ��������� 	 ����*������

�����	���� �>0>� �� /������� 
�
�	�� {[0, 1]; f(x) = min(2x, 2 − 2x)} �����
���������� ����#������ ��������� )
�& ��� U, V ����� ���/����� 2����� ��������
/��
�	���&� 
�� ������� ,��� ([0, 1],ρE)� �������� ���� �������� ��� ����9

,	����
��� ��1���� �� ����� ��� /��
������� V ���� �)����� ������ �
�� ����
������ ���������� �� U �

%������ �>0>� ) f :X → X ���� ����
�	�	 �1���	
	 ��� ��,��)� 
�������! ��
������ δ > 0 ������!  ��� ��� ��"� x ∈ X ��� ��� ��"� ������ U ��� x ������
y ∈ U ��� ���	 ������	 n ≥ 0 ������	!  ��� ρ(fn(x), fn(y)) > δ.

(���
�	������ ��� ��������
	 ),�� ����
�	�	 �1���	
	 ��� ��,��)� 
�������� ��
����,��� 
	���� ������)�&� ����� 
�� x� �� ����� ������ �������������� ���
�� x ����,�
�� d ���� ��� �����	H	 �	� f � A���� 
	���� �� ����� #��
������
��,���� ����� �� )�� 
�� ��� /�� �����)���� ����� ���� ��� ������H��� �	� f
?#� M4!N@�

�����	���� �>0>� " /������#����� ��������
	 Fμ(x) = μx(1 − x) �� μ >
2 +
√

5 ��� x ∈ I = [0, 1] ),�� ����
�	�	 �1���	
	 ��� ��,��)� 
������� 
�� Λ�
���� Λ ����� )�� 
���� ����� Cantor� C�� �� �� /����� ���)����� δ </���(A0)�
���� A0 ����� )�� ������� /��
�	�� ��� I �)����� 1/2� A0
�& x, y ∈ Λ� ��
x �= y� ���� S(x) �= S(y)� )�
� �� /�������� �&� x ��� y ��)��� �� /���)���� 
�
����,�
��� )�� �)���� )
�& �� n9�
��� �� ���� 
	������ ��� �� Fn

μ (x) ���
Fn

μ (y) #��
������ 
��� ��������� ����)� ��� A0 )�
�� �
��

|Fn
μ (x)− Fn

μ (y)| > δ.
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�����	���� �>0>� ��� ���	�	 ����
����� ��� ����� ����� ���������� ����9
#����� �� �	 ����
�	�	 
� ��,��)� 
�������� ���� �� �� 
	���� �����)����

�	� �/�� ���
��
	 ������ ���� �	� �����	H	�

%������ �>0>! #� �������� ������� {X; f} ����� ����
�	�� 
� ��,��)� 
����9
���! �� � f ���� �����"��� �1����� ��� �����	 ���"���	�

�����	���� �>0>! �� /������� 
�
�	�� {[0, 1]; 2x (mod 1)} ����� ����
�	��

� ��,��)� 
��������

%������ �>0>, ) f :X → X ������� ��� ����� ,��/	� � ,������ ��� X! ��

$�% � f ����� ��������� 	 ����*�����!

$*% � f ���� �����"��� �1����� ��� �����	 ���"���	 ���

$�% �� ������ ��� ������� � ������� ��	 f ����� ����� ��� X.

(���
�	������ ��� ��������
	 ����� ,������� ��� 
���&�� �� ��� Devaney� 
��/��2��
?#@ �	 ���#�������	�� ��� ?�@ �	 ���
����
	 ��2� �� 
���,��� ?�@ ���������	����
���
���&� ���/��,�	�� ��� 	 
�����	 ?#@ )����� ��� ��� ?�@ ��� ?�@ ?#� M'!N@�

�����	���� �>0>, A0�� ��� �� ����
���� �����/� /������� 
�
������ �� ���9
����
������ ���
�� ����� � ��������������	 ��� ��������� � ������ �����2����
)�
�� ����/� ����2�� �� �	 /�����
�� �	� �������#������	� ��
	� ���� ���������
��� 2����� ��� �	� /��&
�� ��� 
�� /���

A0
�& ��� E = [0, 1]× [0, 1] ����� �� ����/���� ������&��� C�� 
������ 0 < λ <
1/2 ���2���� �� �������������� ��� �������� f :E → E ��

f(x, y) =
{

(2x, λy), �� 0 ≤ x ≤ 1/2
(2x− 1, λy + 1/2), �� 1/2 < x ≤ 1�

����� � ����
,	����
��� ������ �� ��&�	��� ��� �������� �� E 
� )�� ���������
������ 2× λ� ��#����� �� 
� ��������� ������ 1× λ ��� ������������ �� ��
)�� /��� 
�� �� ��������� ����1� ���� ���� 1/2 − λ ����/���

" ��������
	 f ����� ,��/	� 
�� [0, 1] ?#� M*�N@�

?	3���� �>0>� #� f :J(f)→ J(f) ����� �� ��	 ��� J(f)�

.�����1��

?�@ �� J ����),�� 
	���� z �� ������H��� fk(z)� �� ������ ����� ����)� 
�� J �

?#@ " f :J(f)→ J(f) ),�� ����
�	�	 �1���	
	 ��� ��,��)� 
������� ��& ��&9

�����	����
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?�@ �� �����/��� 
	���� �	� f ����� ����� 
�� J �1A ���
����

�
C�� ������)�& ��)�	 �����)������ 
��� M!*N� M!5N� M'4N� ����� ��� 
�� #�#��

M''N� M-*N� M�-N� M�5-N� M45N� M';N� M�'5N� M�!$N ��� M$-N�
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� 	�	� ����� ��!����

A0�� ����� ���	������� ��������� ��������� 
�� ���#	�� ����
	� �&� ��2��
������� �1�
&
	� ,�	
����������� �����	����)� ����/���� (�
��,��� 	 
����9

	 ���� �����	������ ����/�� /�� �1�
���2���� ���1�����&� �	� ��,���� ������
8���,��� &��
�)��� ��,��)� ���)�� �� ������ /�� ����� ����	��� �
�� �� ���9
�)���� �� ������	�� ����)�
�� ��� �&� ����&� �� ������H��� 
�������)������
,�������� " �������	
	 ��� 
����� �&� �&� ��,���� ����� ��� ��&�������
���H	� ��� #�	���� ��
� 
�	� ������ �&� ��,���� ���
����
�&� ���� �	 ��2�
�
� ��� 
�	 
�����
	 �&� �/�����&� 
����
	� /�����&� �����	������ ����/&��

A0
�& ��� R ����� ��� 
�����	
	 ����/���� ������ �������� 
� ������ ��9
���&� &��
�)�� 
�����)� ���
���� ?� ����@ T ��� ����/���� ����)/�� C�
(����
	� ���� ��,���� ����� z0 ∈ T ���2���� �	� �����	����� �������� (zk)∞k=0

�� zk+1 = R(zk) ��� ���� k = 0, 1, . . .� +������� ��� 	 
����
	 �	� ��������� �&�
������H�&� z0, R(z0), R2(z0), . . .� �1�
���2���� ��� ���/����� ������ ��� ��,�9
��� 
	����� z0 ��� ��� /������)��� ����/���� ����)/��� ����� �� �� z0 ����� 
	����
���� ������� ������� �)���� 
������ ��� 
����� Julia� J(R)� �	� 
�����	
	��
��
� D�����E ��)��� �� #��
����� �� ��,��� 
	���� 
�	� ������	�� ��2�� �1�������
��� &��
�)��� 
������� 
����
	�� ��� ��
� D�������E �� 
������� 	 �)��/���
�1������� ��� �	� ��1	 
����
	� �	� �����	������ ����/���

" �������� � ��1� ��������	 ���� �����	������ /��/���
��� ?
�����	
	�@ ����
)�� ���
���� 
������ �	� 
	���� z∗ ∈ T ���2���� &� ������&�� A0
�& en =
zn−z∗ �� 
���� ��� ����
���,�� 
�	 n9�
�� �����	H	 �	� R� 7�	
�����������
�� ��������� Taylor �	� R ),����� /�/��)��� ��� R(z∗) = z∗�

en+1 = zn+1 − z∗ = R(zn)−R(z∗) = R(z∗ + en)−R(z∗)

=
1
σ!
R(σ)(z∗)(en)σ +O[(en)σ+1] ����� n→∞,

���� σ ����� � ���������� ������� ��)����� ��� ��� ����� �
,��� R(σ)(z∗) �= 0
?
����&� σ = 1@� 01 ������ ������ �� 	 �����	H	 /�� �����&��� 
� ������
�)��
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,! )�����)*���� ��+����

����� #	���&�� �� limn→∞ en+1/e
σ
n ����,��� ���� 	 R �����2���� ������������

�������� ��1�	 σ�

< Ernst Schröder� �� �4-;� ����)���H� ��� �)��/� ����
	� ���� �	��� �����	9
������ 
�����	
	� ���
/����� ��1	� 
����
	� ��� ��� ������
�� �&� ��2�� ����
�1�
&
	�� A��� ��/��� 
������
��� ��
�,�	
�� ��� ��� Julius König ��� ��� �/��
���� 0��
	�� 	 �)��/�� ��� Laguerre ����� 	 ��� ���
	 �����	����� �)��/�� ���
�	� ����
	 �&� ��2�� ���&���&� �&� ����&� �� ��2�� ����� ���������)� ��� ��)��
%,����� �� �	� ����
	 �&� ��2�� ���&������� �1�
�
�&� �� ������������
�� �)9
��/�� ������� 
�	� �����	H	 �	��� 
������
�&� ���& 
�	 
����� Riemann� 	
����� ������������ ��� �	� ��

��� ��&��� �&� Julia ��� Fatou� ����� ��� ���
�������)
����� ����
��� �H�
�	�� ��� �)
� 
�� ���
�� �	� �����	����� ����
	��

	��
���� %A ����� ��� ���)� �� ��)��� ),��� �/	 ��,�
�� ��� � ��/�����������
������
�	� �����)������ 
��� M�''N� M'$N� M $N� M�*5N ��� M*N�

�� ����� ��&������ ��� �� ��� ���
,��
��� 
�	 
��),��� ����� �� �1��F ����
��,��� 
	���� �� ��� �/	��
��� 
��� ������	�)� ��2��� ���� ����� ),��� �� �����,)�
�����&� �&� ��,���� 
	���&� ��� 
�������� � ��� /� 
�������� ���� ��� �����9
�	�)� ��2��P 0���� /������ �� ),���� 
����
	 
� 
	���� � ������ /������������
��� ��� ������	�)� ��2��P %�� ������� ����� �� ����� ������� ���� ����� ���
��&�����	 ����
�� ��� 
������)�� ���
������� �� ������
���� 
�� ��&������
��� �)�	��� ,�	
����������� /������� �����	����)� 
������
��� ���������
�)9
�	� ��1	�� ��&� �� �����	����)� �)��/�� �&� Schröder, König ��� Laguerre ���
��������� ��� ��
� 
� /��������� �
� ��� 
� ������������� ,������ �� �����
��� ����� ����������� �� ��������� ��� ��������	�� ��� ���� Curry, Garnett
��� Sullivan M'$N ��� ��� &��
�)�	 ��������������� �����)���� ����/���� ��#����
���&���&�� ��� �� ����������)� ���)� ��� ��� ������ 	 �)��/�� Newton ������,�9
��� &� ���� �	 
����
	 ���� ��� ��2� ��� ���&������ 
,	����2��� 
���� �����
Mandelbrot� <� �����	��
��� ���� ����)�
�� �)��� ��� �������� ��� �	 ��&���
�&� ��������
�&� /������#������ ������ 	 ����� ������,�	�� ���1�����&� ���
���� Douady ��� Hubbard 
�	� M**N� ���� ��� ����,��� �� ���/��1��� ��� �������
��� ��� �����	��
��� ���)��

��� � � 1�'�! Newton �	� '�������
1�	� ����,-

����

" ������������ �������� Newton ��� �	� ����
	 �&� ����/���� ��2�� �	� �1�
&9

	� f(z) = 0� ���� f ��� ��������	 ��������
	� ����� 	 �	�� 
�����	
	

Nf (z) = z − f(z)
f ′(z)

?'��@
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!>� ; ��+���� Newton ��� �	�*	��.�+��� )���3���� ,,

��� f ′(z) �= 0� " �����&��� �	� Nf �����

N ′
f (z) =

f(z)f ′′(z)
[f ′(z)]2

,

����)�&� �� ��)� ��2�� �	� f(z) = 0 ����� �������
���� 
������ 
	���� �	� Nf �
" /������� �	� ����/�� Newton ),�� ����	��� ������� 
��� M*!N ��� M�!*N�

0�/��� ��� ���/����� /������#����� ��������� ������ �� ���,��� 
�	 �����
pc(z) = z2− c ?�� ���
	�� ����� ������� ��� ����� �������@ �)
& ���� ���������
����� 
��������)�&�� 6�����2����� ��� �	� �����	����� �)��/� Newton� �	
����	 )1	� ���� ����/���� ��2�� ±√c� /	� ������2���� �����	������ �	 �	��

�����	
	

Npc(z) = z − pc(z)
p′c(z)

=
z2 + c

2z
.

%	����
�� ���� ����� ��� ∞� �� 
������ 
	���� �	� Npc(z) ����� �� ��2�� ±√c� �9
�&� ����������� %� ��� ����� ��� ������
�� ��� ��/��� ����� ),���� ��� N ′

pc
(z) =

(z2 − c)/(2z2)� ����)�&� �� ��2�� ����� �������
���)�� �� ,�	
�������
���� �9
�&� ���� )�� ����
,	����
�� Möbius� �
�� �� ��������
���� �	 /������� 
� )��
�
�/����� 
�
�	��� �� ����� ����� ��������� �� ,����
������ ��� ��� �/)� ��9
��� �� 
������� �� ±√c 
�� 
	���� ∞, 0� ����
���,&�� 	 ����� ���	������� ���
����/������ ��� ��� ����
,	����
��

w = Φ(z) =
z +
√
c

z −√c.

< ����
������ ��� ����� �

Φ−1(w) =
−w√c−√c
−w + 1

=
√
c
w + 1
w − 1

.

�� 	 Npc(z) ����� M(w)� ����

M(w) = Φ ◦Npc ◦ Φ−1(w) = Φ ◦Npc

(√
c
w + 1
w − 1

)
= Φ

(√
c
w2 + 1
w2 − 1

)
=

(w2 + 1)/(w2 − 1) + 1
(w2 + 1)/(w2 − 1)− 1

= w2,

��&� �
&� ��,��� ����)H��� A0,���� �/	 �������&��
�� �	� ������&
	 ���� 
�� ��9
��/����� !�!�� ��� ��&��2���� ��� J(M) = S1� �� �
&������ �	� A(0) ��� �1&������
�	� A(∞)�

����
,	����2����� ��
& 
�� �����/� �&� z ��#������F Φ−1(1) = ∞� ���9
�)�&� 	 Φ−1(S1) ����� ��� ������ ������B Φ−1(−1) = 0� ����)�&� ���� 	 ������
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,0 )�����)*���� ��+����

� x0

�
y

�
�

�
�

�

�√c
�

−√c J(Npc)

	
	

	

A(−√c)

	
	

	�

A(
√
c)

�
Φ−1

� x0

�
y

� ı A(∞)�−1
�
1	�

�

���
J(M) = S1

		

A(0)

%,��� '��F ����
,	����
��� �&� ������ )1	� ��� ��� 
����� Julia �	�
M(w) = w2 ?/�1��@� ��
& 
�� ��,��� �����/� �&� z ?���
����@�

����),�� �	� ��,� �&� �1��&� ��� Φ−1(ı) = −ı√c� � ������ ����� )��� ����/����
������� ������� ���� ���

√
c�

A���� �� 
���� Julia �	� 
�����	
	� Npc � J(Npc) = Φ−1(S1)� ����� 	 ��
���9
����� ��� ����������� �������� ��� 
��/)�� �� −√c �� ��

√
c� ������)�&� 
��9

���������� ��� �� ������ )1	� A(±√c) ����� �� 	�������/� 
��� ��������� ����)�
��� J(Npc) ?#� %,��� '��@� ����

������ �	�������� ��� �	� ����/�� Newton
����,��� 
�� M-4N ��� M 'N�

��� (��������	�� � 1�'�! Schröder

<� �����	����)� 
������
��� Schröder �������� ��� �����)���� �����	������

������
�&�� �� ������ ����� 
,�/��
�)���� �
�� �� 
�������� �� ��1	 σ ≥ 2
���� ��� ��2�� ���� 
�����	
	� f � �)��� ����� ��� �/����� ),�� ������,��� 
�	�
M* N ��� ������ �� ��&�	��� ��)���
	 �	� M�*5N ��� 
������
��� Schröder ��1	�
�H	����	� ��� �)

����

����� ����
��	 ��� 
	����
��� Schröder

" ����	 ��/���)���
� ������&
	� σ = 2� ����
���,�� 
� ������&���� 
����
	 ���
����)��� �	 ��&
�� �)��/� Newton�

�� 
	���� z∗ ����� ��� ��2� �	� f(z) = 0 ���� ��� ����� �� ����� )�� 
������

	���� �	�

R(z) = z − h(z)f(z),

���� h(z) ����� ��� �	 �	/������ �������� 
�� T � 
�����	
	� �� ���#	�� �����
�� ����
����
���� �	� R(z) �)����� �
��

R′(z∗) = 0.
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!>� )�����)*��� ��+���� Schröder ,4

����
R′(z) = 1− h′(z)f(z) − h(z)f ′(z)

��� f(z∗) = 0� ���)�����

h(z) =
1

f ′(z)

��� f ′(z) �= 0�
8H	����	� ��1	� �����	����)� 
������
��� ������� �� ����
����
���� ��

�	� �/�� ����/������ �� 	 g ����� �������� 
� ������� ���� T ����� ��� ����� h�

g(z + h) = g(z) +
∞∑

k=1

bk(z)hk = g(z) +B(z).

�� B(z) ������ �� ��&�	��� &� ��� ������ /�����
���� ��� h� �	� ������ �� 
��9
���
�)� ����� 
������
��� ��� z� �� b1(z) = g′(z) �= 0� ���� 	 B(z) ����
��)�����
��� ),����

B−1(z) =
∞∑

k=1

ck(z)hk,

���� ?#� M4-N � M !N@

ck(z) =
1
k!

[
1

f ′(z)
d

dz

]k−1 1
f ′(z)

��� [
1

f ′(z)
d

dz

]k−1

=
[

1
f ′(z)

d

dz

] [
1

f ′(z)
d

dz

]
· · ·
[

1
f ′(z)

d

dz

]
︸ ︷︷ ︸

k−1 ����������

.

<� 
�����
�)� ck(z) ����� �������)� 
������
��� 
� ���� ������� ��� T ���
g′(z) �= 0� ���� �����2����� ��� ����� 
� ����� �&� /�����&� �&� bk(z) ���
[b1(z)]−1� �� ������ ����� �������)� 
������
����

<��2���� ��� ������������	 ���������	 Schröder &� ?#� M4-N@

Sσ(z) = z +
σ−1∑
k=1

ck(z)[−f(z)]k, σ = 2, 3, . . . . ?'�!@

C�� σ = 2� ��������� �	 ��&
�� 
�����	
	 ?'��@ �&� Newton–Raphson� ���
��� σ = 3 ��������� �	� �����	H	

S3(z) = C(z) = z − f(z)
f ′(z)

[
1 +

f(z)f ′′(z)
2[f ′(z)]2

]
,

	 ����� ����)����� 
�,�� &� ����	 ��� Chebyshev�
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,= )�����)*���� ��+����

����� �������
��	 ��� 
	����
��� Schröder

�����
��2���� ��� �)� ���������� ����
����� �
�� �� ������
����� ��������
���� ���� ����� �&� 
������
�&� Schröder� �����	����� ��� 	 �����	�����
�)��/�� Schröder ),�� �����	�� (2σ − 3)(d − 1) + 1 #������ ���� d = deg(f)�
��� ��������
�� ���� #����� ������� ?����� ����� Newton–Raphson &� ����
�	 �����@� " �����	����� �������� zk+1 = Sσ(zk), σ = 2, 3, . . . , 
�������
D�������E ���� ��� ��2�� z∗i , i = 1, 2, . . . , d �	� f(z) = 0� ����� O(|zn − z∗i |σ).
���� ��������� ��� �� �������

?	3���� !>�>� ����� ��� � f ����� ��������� �� ���� ���� T ��� ���� f ′(z) �= 0
��� ��"� z ∈ T � #��� �� ���������	 Sσ ����� ���������	 ���� T ���! ��� ��"�
w ∈ T �� f(w) = 0!

Sσ(w) = w,

S′
σ(w) = S′′

σ(w) = · · · = S
(σ−1)
σ (w) = 0.

�.� �� w ����� ��� ������������ ���"�� �������

.�����1�� .� M4-N� G���	�� 5��!c� 
J� *$;� �
<� Sσ �������� �)��� ���� �����	� 
����� &� ���� f ���� ����� ������)�� ��� �

������
��� ���� ������� ��� ������ σ− 1 ���������� �	� f 
�� 
	���� z� A��� 	
�������& ����� �	� ?'�!@ /�� ����� ��
� ��,�	
�	 ���� ��� ��������)���� ����9
��
���� ���� ��� ��� �����������
�� �&� �&� ��&� �	� Sσ� C�� �� �1���H����
����� �	 /�
,)����� ��
������ �	� ������	 ����
�����

S��������� �� h1(z) = 1 ),����(
h1(z)
f ′(z)

)′ 1
f ′(z)

=
h′1(z)f ′(z)− h1(z)f ′′(z)

[f ′(z)]3
=

h2(z)
[f ′(z)]3

,

(
h2(z)

[f ′(z)]3

)′ 1
f ′(z)

=
h′2(z)f

′(z)− 3h2(z)f ′′(z)
[f ′(z)]5

=
h3(z)

[f ′(z)]5

���� ��������
hk+1(z) = h′k(z)f

′(z) − (2k − 1)hk(z)f ′′(z) ?'�$@

��� ���� k = 1, 2, . . . , σ − 2. A����

ck(z) =
1
k!

hk(z)
[f ′(z)]2k−1

,

����� 	 ?'�!@ �������

Sσ(z) = z +
σ−1∑
k=1

(−1)k

k!
hk(z)

[f ′(z)]2k−1
[f(z)]k. ?'�'@
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!>� )�����)*��� ��+���� Schröder ,�

��� �	� 01� ?'�$@ �������� ���A �� ��� 	 ����
���� �&� hk ��� ����
k = 2, 3, . . . , σ − 1 ������� ��� ������ k ���������� �	� f � ��� �� ���� �&� Sσ

������� �� ������
���� ���� ����&���� ������ ������������ )�
� �	 ,����#���
/��/���
�� ��� �������#�������� ������
��� �&� k ��1�&� �������&� ��� ����
���� �����	����� ���
	� ��� �� Sσ ,�	
��������� σ − 1 �� ����� hk ��� ����
k = 1, 2, . . . , σ − 1 ��� σ ≥ 2.

�� ��
��� ������
��� �&� �������&� ����� 
����&� ��������� ��A ���� ���
������
��� �	� 
�����	
	�� �1��
	���&�	 �1����
	 �������� �� ��������� ��
��)��� �� ������ ��� �����
	 
,����� �� �� ���� 
�����	
	 Schröder �� ,�	
�9
������
����� ���� ��� ����� #�
	 ��A ����� �	� �����
	 ����� �� �1����#�
�����
��� ���� ��1	� ���)� �����,)� �&� ��,���� ����� �� ��� �/	��
��� � �,� 
���
������	�)� ��2���

����� �������
����� �� �����

%�	� ��������� ���� ����
��������� �	� ������
���� ���/�
	 �&� 
������
�&�
Schröder �����
��2����� ��� �)� ��,���� #�
�
�)�	 
�	� ����
���� �	� ���	���9
���	� �����������

" ������������ ������� ���� �����	������ ����/�� ����� )�� �)��� ��� ��
��
� ���� ������
��� ��)��� �� ������ �
�� �� ���
���� �� 
������� 
�	 ��2��
�1�2�� �� ��������� ���� ���� 	 ��1	 ���� ����/�� ����� ��� �/���	�� ������ ����
�	� �����,� ���� ��2��� � /����	� ���/�
	� ����� ���� ��
� ��� ����� ��� �)��/���
���� ���� #��
����� ����� 
� 
����
	�

0���/� 	 ������
���� ���/�
	 �	� ����/�� Schröder �1������� ��� �� �����
�&� ������
��� �	� f ��� �&� �������&� �	�� ������������ �/�� �&� ������
������ �� ����
�� ������ ���� ������
���� ��� �� ������� 
������ ���� ����
����� �&� Sσ�

�� 
��#��
���� &�

Φk(z) =
(−1)k

k!
hk(z), k = 1, 2, . . . , σ − 1,

���� 	 ?'�'@ �������

Sσ(z) = z +
Φ1(z)
f ′(z)

f(z) +
Φ2(z)

[f ′(z)]3
[f(z)]2 + · · ·+ Φσ−1(z)

[f ′(z)]2σ−3
[f(z)]σ−1.

<��2���� &�
F (z) = f(z)/f ′(z) ��� G(z) = f(z)/[f ′(z)]2, ?'�*@

�����

Sσ(z) = z + (Φ1(z) + (Φ2(z) + · · ·+ Φσ−1(z)G(z))G(z))F (z). ?'�5@
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6��� �	 /������� �����&��� �&� �����&� ������2���� ���� 
�����
�)� �&�
���&���&� f ′ ��� Φk ��� ���� k = 1, 2, . . . , σ − 1� ���� 1�����
�� 	 ����&� /��/�9
��
�� 
��&
	� �&� ������
���,��&�� %�	 /��/���
�� 
��&
	� �&� ������
���,��&�
������2����� ��� ���� �����	H	 ���� 
	����� z� ��� f ��� f ′ ,�	
����������� ��

,��� ��� Horner� ��� F ��� G ��� �	� ?'�*@ ��� ��� Sσ ��� �	� ?'�5@�

" ������&
	 ��� ������������ ,���� �&� λ ����� ��� /�
��	� ����/�� ��� ���

������
��� Schröder� �� 
�����
�)� �&� ���&���&� f ′ ��� Φk �1�������� ���
��� �	� ��������� λ� 	 ����� ����#����� ��� ���� ������
���,���� A0�
� �� f ′ ���
Φk ��)��� �� ������
���� ��� �	� ��,� ��� ���� ������
���,��� �)
� 
�	 /��/���9

�� 
��&
	�� 6��� �)���� ����� ,����#���� /���� ���� Φk ������2���� ���/�������
��� �� hk ��� ���� k = 1, 2, . . . , σ − 1 ��� 
� ���� �����	H	 ������2���� �	�
?'�$@� %A ����� �	� ������&
	 � ��,���� ������
��� �&� Φk ��#���� ,��� ����

��#���� �����B 	 �	������� ��� �	 /	�������� ���� 
�����
�� ��� ���&9
����� Φk ����	������� 
���&�� �� �	� ��������� λ� 0���,��� 
�	� ������&
	
�&� Sσ� ),���� �� �����
��
���� ���� )��� ������ ?���1���	�� ��� λ@ ��� ���

��������)�	 /����	 ��� λ− 1� ���� ������ �� �/&��� ��� �� ��������

A0
�& ��� �� ci, i = 1, 2, . . . ����� ����/���� ������� ���1���	��� ��� λ � ���
a = λ − 1� ,&��� �A ���������� �	� ������&
	 ������� ��� ������ �� ����� �
���
%	����
�� ��� �� hk ����� �� �������� ��� �����
��
�	��� 
�� 0/���� '�!�!�
A0,���� ���� ���

pλ(z) = z3 + az − λ
p′λ(z) = c1z

2 + a
p′′λ(z) = c2z

��� ���2���� �� ��������

q(z) = z3 + z − 1
q′(z) = c1z

2 + 1
q′′(z) = c2z.

�� hk(z) ��� 
,���2����� �� �� q′ ��� q′′ ������2����� ��� ���

h1(z) = 1
h2(z) = c2z
h3(z) = c3z

2 + c4
h4(z) = c5z

3 + c6z
h5(z) = c7z

4 + c8z
2 + c9

������ C�� �� ������
���� ���� 
�����
�)� �&� ���&���&� hk(z) ��� 
,�9
��2����� �� �� p′λ ��� p′′λ� ������������ �� &� ��& �������)��� hk(z) ��� ����
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k = 1, 2, . . . , σ − 1 )�
�� �
��

h1(z) = 1
h2(z) = c2z
h3(z) = c3z

2 + c4a
h4(z) = c5z

3 + c6az
h5(z) = c7z

4 + c8az
2 + c9a

2

������ " ���	������	 ����
	 �&� hk ��� ���� k = 1, 2, . . . , σ − 1 /����� ��������
���

hk(z) =
m∑

i=0

cia
izk−1−2i,

���� m = (k− 1)/2� �� k ����� �������� ��� m = (k/2)− 1� �� k ����� ������� 0����
������)� ��� �� ���	������� ��� ��� ��� ��� ��2�� �	� hk(z) = 0� ��� ������ ���)�
�&� k� ����� 	 z = 0� A���� �� σ ����� ������ 	 ��������
	 Sσ(pλ(z)) ),�� �� z = 0 ��
)�� ������� ���
��� 
	����� .� �� 0/���� '�!�5 ��� ����

������ �����)������

" ������
���� ��,���� ��� 
�2	��
���� 
���H�2���� 
��� ������� H��/��9
�������F

�� 8�����
�� ���� 
�����
�)� ci ���� 
,���2��)��� �� �� q′ ��� q′′� ���&9
����� hk ��� ���� k = 1, 2, . . . , σ − 1�

!� C�� ���� ������
���,��� ��� ����
���,�� 
� )�� 
��������)�� λ� ������
��
���� 
�����
�)� ���� 
,���2��)��� �� �� p′λ ��� p′′λ� ���&����� hk ���
���� k = 1, 2, . . . , σ−1� �����
��2����� ���� 
�����
�)� ci ��� ������
#������ ��� ��� ����	�� /������� ��� a�

$� .����� ��� ��2�� ��� pλ ��� ������
�� )�� ���
��� 
	���� z0 �	� Sσ�

'� 0�����
�� ��� �������� �&� 7���&� (������� ?#� �	� 0���	�� -�$@ 
��
�����	����� 
,��� zn+1 = Sσ(zn)�

*� 0�����#��� �� .����� ! )&� '� )&� ���� ������� �� �� �)��� �&�

	���&��

����� !�"
#��� 
��#��$ 
�%���

�� ��� �� �H	����	� ��1	� ��������� ����
	� ��2�� 
�������� ��� ������� ��A
�
�� 1�����
���� �	� �����	H	 ����� 
�	 ��2�� )�� 
�#��� �����)��	�� ���� �����
	 ������
	 ��������	�&� ��2�� ��� �����/���� ���,����

C�� σ = 2� 	 
�����	 
������� 
	����� Sσ(z) = z ������ ��� f(z) = 0. C��
σ > 2� ������ ��� f(z) = 0 � ���

σ−1∑
k=1

(−1)k−1

k!
hk(z)

[f ′(z)]2k−1
[f(z)]k−1 = 0. ?'�-@
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G� �����2���� ���"��� ���"�� ������ ��� ��2�� �	� ?'�-@� ��& �	� /������9
���	
�� ���� ��� ��� ��2�� �	� f � " ������
	 �&� ���
���&� ����� 
�������

	���&� �����)��� �	 /��/���
�� ����
	� �&� ��2��� O� ��&
���� � �/������ 
��9
���� 
	���� ����#���� ��� ������ )1	� �&� ��2��B &� ���
���� ����� /������
�� ����/��
��� ��� �����	����� ��������� " 
���������� �&� ���
���&� �����

������� 
	���&� ��� 
��������)�� �&� ���
����� ��� �/	���� 
� �����������
������� ������	�� 
�	� M*-N�

8���)����� ��� f ����� )�� �������� #����� d ≥ 2 ��� ��� ����,��� �� ������
σ �����&��� ���� ���� �� hk, k = 1, 2, . . . , σ ����� �������� ��� �� Sσ ����� �	�)�

������
���� " 
����	� ��&��� ������H�&� �&� ��������� 
������
�&� /��
����� �������� ��� �� �������H�� �	 
������ /������� �	� ����/�� Schröder� %A
���� �� 
	���� )�,���� 	 ��&��� �&� Julia ��� Fatou� �
�� �� �1	��
�� �� ������
��/	 
����������� �	� �����	������ ��������� (Sn

σ )∞n=1�

����� &'���� Julia ���( �)��%�*"%���� ��� ��� ���	��'+
%�� fn(z) = zn−1( 
	����
��� Schröder ��� �� ���$���
��,�� ��� n+�
�-� ��*-� ��� %��$���

< Vrscay� 
�	� M�*5N� �1)��
� 
�� ����/��� �����/�� �)
& 
,�/�&� ��� ������
���
��� ������ )1	� �&� ���
����� 
������� 
	���&� �&� 
������
�&� Schröder Sσ

��� ���� σ = 2, 3 ��� 4 ��� ����
����
�	��� �� 
�������� 
��� n9�
�)� ��2�� �	�
����/��� 0���� ����������� ���� �	 ��)�	 ���
�)������ �	� �����
��
	 
���&�
Julia ��� ��� �/��� ���)� �&� σ ��� ����� 
�����
	� ��� ��������� ��� �����
����

�� ����/��� ��/��� ��� ������ )1	� �&� �/�&� ���
����� 
������� 
	���&�
�&� 
������
�&� Schröder ��1	� �H	����	� ��� �)

��� ,�	
����������� �	�
����
���� ��� 0/����� '�!�!�

?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�!F %���� Julia �&�� ������2����&� ��� ��� f2(z) = z2−1� 
������
�&�
Schröder 
�� ����/��� ,&��� [−1, 1]× [−1, 1]B ?�@ �)��/�� S2� ?#@ �)��/�� S3� ?�@
�)��/�� S4�
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?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�$F %���� Julia �&�� ������2����&� ��� ��� f3(z) = z3−1� 
������
�&�
Schröder 
�� ����/��� ,&��� [−1, 1]× [−1, 1]B ?�@ �)��/�� S2� ?#@ �)��/�� S3� ?�@
�)��/�� S4�

?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�'F %���� Julia �&�� ������2����&� ��� ��� f4(z) = z4−1� 
������
�&�
Schröder 
�� ����/��� ,&��� [−1, 1]× [−1, 1]B ?�@ �)��/�� S2� ?#@ �)��/�� S3� ?�@
�)��/�� S4�

�� %,����� '�!I'�' ���)��H�� ��#������� )�� ������&�� &� �)��� �&�
��,���� ��� ����� ��� ,�	
����������� �	� 6���
���� ! �	� 0���	��� -�!� ��
%,����� '�*I'��; ������
�	��� ,�	
����������� �	� 6���
���� $ �	� 0���	���
-�!� " ������	 ����
	 �&� 
,�/�&� ����� ����� ���1�����&� ���� �����9
	����� /��/���
�� Sσ� ��&� ���� ������2���� 
�� fn� %� ��� ��� �������
���
�� n9�
�)� ��2�� �	� ����/�� 
��#��2����� &� z∗i,n ��� ���� i = 1, 2, . . . , n ���
n = 2, 3, . . .�

/� ��������! σ = 2F <� ������ )1	�� A(z∗i,n)� ��� n = 2, 3 ��� 4 �����
��9
2����� 
�� %,����� '�*?�@� '�-?�@ ��� '� ?�@� ����
���,&��

C�� n = 2� ����� ��&
�� ?�� ���#	�� Cayley M�$�N@ ��� A(−1) = {z ∈ C :
Re(z) < 0} ��� A(1) = {z ∈ C : Re(z) > 0}� �� �� ���� � �1���� �&�
�����
����� �������� �� ����� �� 
���� Julia J(S2) ?%,��� '�!?�@@� %A ����� �	�
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?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�*F :������ )1	� �&� ��2�� ��� f2(z) = z2 − 1 
�� ����/��� ,&���
[−1, 1]× [−1, 1]B ?�@ �)��/�� S2� ?#@ �)��/�� S3� ?�@ �)��/�� S4�

?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�5F :������ )1	� �&� ��2�� ��� f2(z) = z2 − 1 
�� ����/��� ,&���
[−1, 1]× [−1, 1]B ?�@ �)��/�� S5� ?#@ �)��/�� S6� ?�@ �)��/�� S7�


��������)�	 ������&
	 �� ����
������ ������� S−1
2,i (z) ��� ��� ������ �� J(S2) �����

���
��� ������2����� ����&� ,�	
����������� �� 0������#������� %�
�	��
%������
�&� ?#� 0���	�� *��@ {C;w1, w2}� ����

w1(z) = z +
√
z2 − 1 w2(z) = z −

√
z2 − 1

��� ,�	
����������� �	� 6���
���� � �	� 0���	��� -�!�

C�� n = 3� �� ��#��)� ��2�� �	� ����/�� ����� �� 1, w,w2� ���� w = e2πı/3�
����)����� ���� ��& 
���������� �� ������ )1	� �&� ��2�� �� ����� �� ������ ��
������ ,&��2����� ��� ��� /�,������� �&� ������ ��� �������� ��� ),�� �����)�
��� ��2�� ?#� %,��� '�'5?#@@� A<�&�� ���� 
	���� ��� ����
���,�� 
����� J
#��
����� 
�� 
����� ��� �&� ����� ������ )1	� ?#� %,��� '�$?�@@�

<���&� ��� ��� �	� ������&
	 n = 4 ?#� %,��� '�'?�@@�

9� ��������! σ = 3F " 
�����	 
������� 
	����� S3(z) = z ������ ���F (i)
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?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�-F :������ )1	� �&� ��2�� ��� f3(z) = z3 − 1 
�� ����/��� ,&���
[−1, 1] × [−1, 1]B ?�@ �)��/�� S2� ?#@ �)��/�� S3� ?�@ �)��/�� S4�

?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�4F :������ )1	� �&� ��2�� ��� f3(z) = z3 − 1 
�� ����/��� ,&���
[−1, 1] × [−1, 1]B ?�@ �)��/�� S5� ?#@ �)��/�� S6� ?�@ �)��/�� S7�

fn(z) = zn − 1 = 0 � (ii) z = 0 � (iii)

zn − n− 1
3n − 1

= 0,

��� ���� n = 2, 3, . . .� �����	����� ���� ����� �&� ��2�� z∗i,n ��� ��� z = 0�
����,��� n ���
���� 
������ 
	���� �	� S3� �� ����� 
��#��2���� &� ξi,n� C��
n = 2, 3, . . . �� �� ξi,n ����� ��&
���� 
������ 
	����� ����

S′
3(z)|z=ξi,n

=
2(2n − 1)
n− 1

> 1,

��� ���� n = 2, 3, . . .� A���� �� ξi,n #��
������ 
�� 
���� Julia J(S3) ��� ����
n ≥ 2� " �/���	�� ���� /������

�� ���� ���
	 ����	 )1	� A∗(z∗i,n)� 	 �����
����#��� �	 ��2� z∗i,n� <� ������ )1	� ��� n = 2, 3 ��� 4 �����
��2����� 
��
%,����� '�*?#@� '�-?#@ ��� '� ?#@� ����
���,&��
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?�@ ?#@ ?�@

%,��� '� F :������ )1	� �&� ��2�� ��� f4(z) = z4 − 1 
�	 ����/��� �����,�
[−1, 1]× [−1, 1]B ?�@ �)��/�� S2� ?#@ �)��/�� S3� ?�@ �)��/�� S4�

?�@ ?#@ ?�@

%,��� '��;F :������ )1	� �&� ��2�� ��� f4(z) = z4 − 1 
�� ����/��� ,&���
[−1, 1]× [−1, 1]B ?�@ �)��/�� S5� ?#@ �)��/�� S6� ?�@ �)��/�� S7�

>� ��������! σ = 4F " 
�����	 
������� 
	����� S4(z) = z ������ ���F (i)
fn(z) = zn − 1 = 0 � (ii) z = 0 � (iii)

(zn − ρ1
n)(zn − ρ2

n) = 0,

����

ρ1,2
n =

7n2 − 9n+ 2± n(39n2 − 54n + 15)1/2 ı

22n2 − 12n + 2
,

��� ���� n = 2, 3, . . . . %�	� ������&
	 ���� ������2���� )�� 2����� 
�2���� ��9
��/���� ���
���&� 
������� 
	���&� μi,n, μi,n ��� ���� z∗i,n� �� ,�����	��
����
���� ��������������� 
�� %,����� '�*?�@� '�-?�@ ��� '� ?�@ ��� ���� n = 2, 3 ���
4� ����
���,&�� �����	��
�� ��� ��� n = 2� �� �)

��� ���
���� 
������ 
	����
±(2± ı√7)1/2/

√
11 �	� S4 ����� ��&
�����

@� ��������! σ = 5F " 
�����	 
������� 
	����� S5(z) = z ������ ���F (i)
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fn(z) = 0 � (ii) z = 0 � (iii)

aw3 + bw2 + cw + d = 0,

���� w = zn� a = 50n3−35n2 +10n−1� b = −46n3 +69n2−26n+3� c = 26n3−
45n2 + 22n− 3 ��� d = −6n3 + 11n2− 6n+ 1� %�	� ������&
	 ���� ������2������
)�� ���������� ��� )�� 2����� 
�2���� ����/���� ���
���&� 
������� 
	���&�
��� ���� z∗i,n� <� ������ )1	� ��� n = 2, 3 ��� 4 �����
��2����� 
�� %,�����
'�5?�@� '�4?�@ ��� '��;?�@� ����
���,&��

?� ��������! σ = 6F %�	� ������&
	 ���� ������2����� /�� 2���	 
�2����
����/���� ���
���&� 
������� 
	���&� ��� ���� z∗i,n� <� ������ )1	� ��� n =
2, 3 ��� 4 �����
��2����� 
�� %,����� '�5?#@� '�4?#@ ��� '��;?#@� ����
���,&��

A� ��������! σ = 7F %�	� ������&
	 ���� ������2������ )�� ���������� ���
/�� 2���	 
�2���� ����/���� ���
���&� 
������� 
	���&� ��� ���� z∗i,n� <�
������ )1	� ��� n = 2, 3 ��� 4 �����
��2����� 
�� %,����� '�5?�@� '�4?�@ ���
'��;?�@� ����
���,&��

<� ���)� �����,)� ��� ����#���� �	� ��,� �&� �1��&� 
� ������ ��A ��

,������ /�� ��)��� �� ���	������� &� �)��� ������� ����	� )1	� A(z∗)� ����
f ′n(0) = 0� �� z = 0 ��������2���� 
�� z =∞� �� ��������� ���� �� z = 0 
	����
����� /������� ����� �� ��������
���� �����)� ��1��� ���)���� ������ ���� �����
)�� �)�� ����� ������H�&�I�
���� ��������� ��� ������� ����
��� �&� 200
��� ,�	
���������� �/�I��/),���� �� �����	���� �
�� �� �� ������)��� ��
& 
��
z∗i,n� �� ���) ����� ����� %������� ���� �� ��������� 
	���� �����)���� &� �)���
��� ������ #������ �� ����� ��� 
,�/��2���� &� ����� �������� �� �)�1����
���)� ��� ���)� �����,)� �� ��� ��������� ����������	 ��� ),���� ���
�)
�� 
��
��������� ��� ��A ����� �	 /������� 
����������� " ���������� ����,���
	� 
�
��� ��� ������� ����� ��� �/����� ����� 1E20�

C������� /��)���� ���� ���&����� p� �� 
���� Julia �&�� ������2����&�

�� p� Sσ� /�� ),�� ������ �/������	 
	��
�� ��� /�� �����B 
� �� �� ��&
��
����/������� ),�� �)��� �	/)� ?�� /���� ���
	� �	� ����
�� 
�	� ����
�� �	�
Keen 
�� M' N� 
J� 4-@ ���� /�������� 
����&� ��&��� �� ��������� ��� 
	�����
0���)�&�� �����	���� 
������ &���� ��� ����

������ ���,�)� ������ ��� ��

���� Julia�

�����	����� ���� ��� )�� /��)� �������� fn� �� ������ )1	� ���),��� ���
�/��� ��&������)� 
���������� 6� ��&�� 	 ��������	�� ���� ��1������ 
���&��
�� �	� ��1	 σ �&� Sσ ���� 
� ���� ��1	
	 ������2���� ��
&���&�)��� �� )���
�����&� ��������� ������ )�� �)� 
���� ����������� ��� n D�)���E� )�� 
�
���� ����	 )1	�� �������� �� ����
���� �/� ��� 	 Sσ ��
���� σ − 2 ��&
����

������ 
	���� 
� ���)�� ��� �� 	�������/� 
���������� ���& ��� �� ;� �������
���#	�� �����)��� ���
	� 	 �
����&���� �������� ����� �&� 
	���&� ���� σ →
∞� ����&�� �� ������ )1	� �&� ��2�� D����������E ����� ��1������ 	 ��1	 σ�



�
�

�
�

�
�

�
�

0= )�����)*���� ��+����

����. � %�#���� Schröder 
��� ����%�����"  -��

�������� �	 /������� �&�� ������2����&� 
�	� ��������������� �����)���� �&�
��#���� ���&���&� ?$�!@� ��������
�&� Schröder ��1	� �H	����	� ��� �)

����
���� ����
���� ����� ������� ���&�����)� �1�
�
��� �H	�� #������ �
�� ��
#����� �� �� ���
��� 
	���� ����� �&� ��������
�&�� " ����
	 �	� ����/��
Schröder ��� �� ������ �������� ������ #����� ��� ������ 
�	� ����
	 �&� pλ�

G� ����
������ ������ 
��� ����������� ,��� �&� λ� ���� λ ∈ C� " /���9
���� ���� ��������
	� Schröder� Sσ� ������	�� 
��� ����������� ,��� ���� ���
�/�� ������ ��&� ��� 
�� 0/���� '�!�* ?��#� 6���
���� � 
�	� 0���	�� -�$@� C��
���� 
	���� λ =Re(λ) + ı Im(λ)� 	 pλ �������
�� )�� /������� 
�
�	�� �� /���
��� 
������ 
	����� �������� ���
������ ������ ��� 
���� Julia� " ��/��� ��9
����&
	 λ = 1 �����	�� �/	 
�� 0/���� '�!�* ��� n = 3� 8���,��� �����,)� ���
������������ ,���� �&� λ� ���� ���
����� �����/���� ����� 
������,��� �� ��
���
���� 
������ 
	���� ��� ����
���,��� 
��� ��2�� �	� pλ� ���
���� 
������

	���� ����
���,����� 
��� ��2�� �	� 01� ?'�-@ ��� ��������� ��&
���� ��� λ = 1�
������� �� �����1��� ���
���� 
� �����,)� ��� ����)/�� �&� λ� <� ������ �����9
,)� �������
���� ,&��� ��� ������������ ,���� ��� �� ����� ����,��� ���
�����
���
����� ������ C�� �� ������H���� �	� ����1	 ���
����� ���&�� �� ������

����������� �� �	� ���2��	
	 ���� Schröder ��� ��� z∗i � �����	����� ��� ���,�)�
�&� ���
��&� 
	���&� �&� 
������
�&� Sσ�

�����&��2����� �	� 01� ?'�'@ &� ���� z� 	 
�����	 S′
σ(z) = 0 ������ ���

hσ(z)[f(z)]σ−1 = 0. ?'�4@

A���� �� ������� ���
��� 
	���� �	� Sσ ����� �� ��2�� �	� hσ�

< #����� �	� hk+1, k = 1, 2, . . . , σ − 1 ���������� �	� deg(hk+1) = deg(hk) +
n−2. ���� deg(h1) = 0� �
,��� ��� deg(hk) = (k−1)(n−2)� ����� ),���� �� ���
deg(hσ) = (σ−1)(n−2) /���������� ������� ���
��� 
	���� �	� Sσ. �� �������
���
��� 
	���� ci, i = 1, 2, . . . , σ − 1 �&�� 
,���2����&� �� �� pλ� 
������
�&� Sσ

������� �� ������
���� ��� �	� 01� ?'�4@� �� ������� ���
��� 
	���� �&� �����
����&� 
������
�&� Schröder ��� 
,���2����� �� �� pλ ����,��� 
�	� M�*5N ���
����� �� �1��F

�@ C�� σ = 2� �� c1 = 0�

#@ ��� σ = 3� �� c1,2 = ±√(λ− 1)/15 ���

�@ ��� σ = 4� �� c1,2 = ±√(λ− 1)/6 ��� c3 = 0.
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��	�� *�� 	�	�+	��� ��
����� ���	
�� *��D �2	*�1��	��� �	
*� pλD Sσ ��� σ = 5, 6, . . . , 10

%�	� ������&
	 σ = 5 �� ������� ���
��� 
	���� ����������� �	� �1�
&
	

198z4 − 57(λ − 1)z2 + (λ− 1)2 = 0, ?'� @

	 ����� ����� �	� ������

aw2 + bw + c = 0,

���� w = z2� a = 198� b = −57(λ − 1) ��� c = (λ − 1)2� %������� �� �������
���
��� 
	���� ��� ����������� �	� 01� ?'� @ ����� ��

c1,2 = ±
√

0.0187673(λ − 1), c3,4 = ±
√

0.2691114(λ − 1).

%�	� ������&
	 σ = 6 �� ������� ���
��� 
	���� ����������� �	� �1�
&
	[
99z4 − 42(λ− 1)z2 + 2(λ− 1)2

]
z = 0, ?'��;@

	 ����� ����� �	� ������

(aw2 + bw + c)z = 0,

���� w = z2� a = 99� b = −42(λ − 1) ��/ c = 2(λ − 1)2� %������� �� �������
���
��� 
	���� ��� ����������� ��� ����� ��������� �	� 01� ?'��;@ ����� ��

c1,2 = ±
√

0.0546620(λ − 1), c3,4 = ±
√

0.3695803(λ − 1), c5 = 0.

%�	� ������&
	 σ = 7 �� ������� ���
��� 
	���� ����������� �	� �1�
&
	

5049z6 − 2889(λ − 1)z4 + 252(λ − 1)2z2 − 2(λ− 1)3 = 0, ?'���@

	 ����� ����� �	� ������ ?�=��@� ���� x = z2� a = −2889/5049(λ − 1)� b =
252/5049(λ − 1)2 ��� c = −2/5049(λ − 1)3� :��#������ �	 �
	 �	� 01� ?'���@
��� �	� 01� ?�=�'@� %������� �� ������� ���
��� 
	���� ��� ����������� �	� 01�
?'���@ ����� ��

c1,2 = ±
√

0.0088133(λ − 1), c3,4 = ±
√

0.0962079(λ − 1),

c5,6 = ±
√

0.4671713(λ − 1).

%�	� ������&
	 σ = 8 �� ������� ���
��� 
	���� ����������� �	� �1�
&
	[
2295z6 − 1674(λ − 1)z4 + 225(λ − 1)2z2 − 5(λ− 1)3

]
z = 0 ?'��!@
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�	� ������ � ������ ���������� ����� �	� ������ ?�=��@� ���� x = z2� a =
−1674/2295(λ − 1)� b = 225/2295(λ − 1)2 ��� c = −5/2295(λ − 1)3� :��#�9
����� �	 �
	 ��� ������ ��������� �	� 01� ?'��!@ ��� �	� 01� ?�=�'@� %�������
�� ������� ���
��� 
	���� ��� ����������� �	� 01� ?'��!@ ����� ��

c1,2 = ±
√

0.0277222(λ − 1), c3,4 = ±
√

0.1398821(λ − 1),

c5,6 = ±
√

0.5618073(λ − 1), c7 = 0.

%�	� ������&
	 σ = 9 �� ������� ���
��� 
	���� ����������� �	� �1�
&
	

31671z8−28323(λ−1)z6 +5319(λ−1)2z4−222(λ−1)3z2 +(λ−1)4 = 0, ?'��$@

	 ����� ����� �	� ������ ?�=�*@� ���� x = z2� a = −28323/31671(λ − 1)� b =
5319/31671(λ − 1)2� c = −222/31671(λ − 1)3 ��� d = 1/31671(λ − 1)4� %�������
�� ������� ���
��� 
	���� ��� ����������� �	� 01� ?'��$@ ����� ��

c1,2 = ±
√

0.0051142(λ − 1), c3,4 = ±
√

0.0512578(λ − 1),

c5,6 = ±
√

0.1842719(λ − 1), c7,8 = ±
√

0.6536442(λ − 1).

%�	� ������&
	 σ = 10 �� ������� ���
��� 
	���� ����������� �	� �1�
&
	[
31671z8 − 33750(λ − 1)z6 + 8316(λ − 1)2z4 − 546(λ − 1)3z2 + 7(λ− 1)4

]
z = 0
?'��'@

�	� ������ � ������ ���������� ����� �	� ������ ?�=�*@� ���� x = z2� a =
−33750/31671(λ − 1)� b = 8316/31671(λ − 1)2� c = −546/31671(λ − 1)3 ���
d = 7/31671(λ − 1)4� %������� �� ������� ���
��� 
	���� ��� ����������� �	�
01� ?'��'@ ����� ��

c1,2 = ±
√

0.0168572(λ − 1), c3,4 = ±
√

0.0771610(λ − 1),

c5,6 = ±
√

0.2287319(λ − 1), c7,8 = ±
√

0.7428936(λ − 1),

c9 = 0.

�	�
)�*�� �*�� )����	*���� 23��

���� ���� �	 �	/������ ����/���� ������� z ),�� ����#�� /�� ������&���)� ��2���
���2���� �	 "����� ���������� �(�� +

√
z� ��� z� �� ����� ���� �� ������ �����9


���� �)��� �� �� � z ����� ���
��� ������������ ���� �� ������ ���������� �)����
A<�&� �/	 /��1���� �� ���
��� 
	���� �&� Sσ ����� �	� ������ ±√bi,σ(λ− 1) � 0�
���� bi,σ ∈ R+ ��� ���� i = 1, 2, . . . , [(σ − 1)/2] ��� σ > 2� 0���� �1���2���� �	
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/������� �����&� �&� ���
��&� 
	���&� ��� ����
���,��� 
��� �����)� ������&��9
�)� ��2��� <� ����
���,�� ������� ��� ������������ ,���� ��� �� ���
��� 
	����
ci+1 = −ci ������,������� �)
& �����
	� ���& ��� ��� ���������� �1��� �&� λ�

/� ��������! σ = 2F " ������&
	 ���� ),�� ����	��� 
�	� M'$N� �� %,���
'���?�@ �����
��2���� �/� ��� 
�����
	 ��� �������� ���� �� 
,��� �������
��
�����,)� ��� [−2, 2] × [−2, 2] 
��� ����������� ,��� �&� λ ��� ��� ������ �� ���9

��� 
	���� c1 )����� ���� ��� z∗i � <� ����)� ������ �����,)� ��� #��
������ 
��
λ ∼= (0.31,±1.64) ��� (1.01,±0.98) �������
���� 
���� ������������ ����� ���
��� ������ �� ���
��� 
	���� /� 
������� ���� ��� ��2� �	� pλ(z) = 0� ���� /��
����,��� �� 
������ 
	����� �� ���,�)� �&� ���
��&� ����� 
	���&� ����� �
��9
��&����� ����� ������ k ≥ 2� �� %,��� '���?#@ ������� ���)���
	 �	� �����,��
[0.35, 0.37] × [−0.01, 0.01]�

?�@ ?#@

%,��� '���F ?�@ 0����	����� �������� �	� S2 
�	� �����)���� �&� ���&���&�
pλ� ?#@ �� ����/��� ����������� ,&��� [0.35, 0.37] × [−0.01, 0.01] ��� %,������
?�@ ���������� )�� 
���� Mandelbrot ��� �	� S2�

9� ��������! σ = 3F %�	 ������&
	 ����� �����)�&� ���� �	� �����	�����
�)��/� Newton� ����,��� /�� �������
��� ��� ��� ���,�)� �&� ci �� ����/������
������ ��� ��� ��2�� z∗i F (i) 
����
	 ���� )��� ���� ������ k ≥ 2 � (ii) 
����
	
���� ���
���� ���
���� 
������ 
	���� ξi� �� ����� ����������� �	� 01� ?'�-@�
/	� �	� �1�
&
	

12z4 + 9(λ− 1)z2 − 3λz + (λ− 1)2 = 0. ?'��*@

%	����
�� ��� �� ��2�� �	� 01� ?'��*@ /�� �������� ��� ���
���� 
������

	���� �	� S3� C�� �	� ��/��� ������&
	 λ = 1 �� �)

��� ���� 
������ 
	����
����� ��&
���� ?#� �	� !	 ������&
	 
�	 
J� 5*@�

�� ���
����
���� �� #����� �� ���
���� 
������ 
	���� �	�� 
,���2����	�
�� �� pλ� 
�����	
	� S3� (��������� �� �� 
�����
�� ��� z4 �������� �	� 01�
?'��*@ 
�	 �����

z4 + 3/4(λ − 1)z2 − λ/4z + (λ− 1)2/12 = 0,
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	 ����� ����� �	� ������ ?�=�5@� ���� p = 3/4(λ−1)� q = −λ/4 ��� r = (λ−1)2/12�
������� ��� �	� 01� ?�=�-@� �� ���
���� 
������ 
	���� ��� ����������� �	�

01� ?'��*@ ����� ��

z1,2 =
[
a±
√
−(λ− 1)− y + λ/(2a)

]/
2, z3,4 =

[
−a±

√
−(λ− 1)− y − λ/(2a)

]/
2,

���� a =
√−(λ− 1)/2 + y�

?�@ ?#@

%,��� '��!F ?�@ 0����	����� �������� �	� S3 
�	� �����)���� �&� ���&���&�
pλ� ?#@ �� ����/��� ����������� ,&��� [1.89, 1.95] × [−0.03, 0.03] ��� %,������
?�@ ���������� )�� 
���� Mandelbrot ��� �	� S3�

�� %,��� '��!?�@ �������
�� �����,)� ��� [−5, 5] × [−5, 5] 
��� �����������
,��� �&� λ ��� ��� ������ �� ���
��� 
	���� c1 )����� ���� ��� z∗i � �� %,���
'��!?#@ ������� ���)���
	 �	� �����,�� [1.89, 1.95] × [−0.03, 0.03]� �� ����� �9
����
�)�� ���& ��� ��� ���������� �1���� �� ���& ��
� ?
��������#����)���
��� ����������� �1���@ ����� ���� ����� Mandelbrot� 
������ ����
���,�� 
���
���)� �&� λ ��� ��� ������ �� c1 /� 
������� ���� ��� z∗i B �� ���& ��
� ����
���,��

�� ���
��� 
	���� c2� " ������,���� �����,� ����
���,�� 
��� ���)� �&� λ� ��� ���
������ �
,��� 	 �/���	�� (ii)� �����	����� ��� ���� 	 �����,� ������� �� �
&��9
���� ��� ���������� ���/����/��� ��� 
����� Mandelbrot� �� ����� �)���� ���
���������� �1��� �&� λ 
��� ���� ���
)���
	� /��
�	�� [1.921, 1.945]�

>� ��������! σ = 4F %�	 ������&
	 ���� ����,���� ��&� ��� 
�	� ���	���9
���	 ������&
	� /�� /������	��� ��� ��� ���,�)� �&� ci �� ����/������ ������ ���
��� ��2�� z∗i F (i) 
����
	 ���� )��� ���� ������ k ≥ 2 � (ii) 
����
	 ����
���
���� ���
���� 
������ 
	���� τi� �� ����� ����������� �	� 01� ?'�-@� /	�
�	� �1�
&
	

123z8 + 182(λ − 1)z6 − 57λz5 + 88(λ− 1)2z4 − 46λ(λ − 1)z3 +
?'��5@

+ 14(λ − 1)3z2 + 15λ2z2 − λ(λ− 1)2z − λ2(λ− 1) + (λ− 1)4 = 0.
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%	����
�� ��� �� ��2�� �	� 01� ?'��5@ /�� �������� ��� ���
���� 
������ 
	����
�	� S4�

?�@ ?#@ ?�@

%,��� '��$F ?�@� ?#@ 0����	����� �������� �	� S4 
�	� �����)���� �&� ���&��9
�&� pλ� ?�@ �� ����/��� ����������� ,&��� [3.07, 3.17]×[−0.05, 0.05] ��� %,������
?�@ ���������� )�� 
���� Mandelbrot ��� �	� S4�

�� %,����� '��$?�@ ��� '��$?#@ �������
���� �����,)� ��� [−5, 5]×[−5, 5] 
���
����������� ,��� �&� λ ��� ��� ������ �� ���
��� 
	���� c1 ��� c3� ����
���,&��
)������ ���� ��� z∗i � <� ������ �����,)� �������
���� ��� 
���� ������������
����� ��� ��� ������ �� ���
��� 
	���� /� 
�������� ���� ��� ��2� �	� pλ(z) = 0�
�� %,��� '��$?�@ ������� ���)���
	 �	� �����,�� [3.07, 3.17]× [−0.05, 0.05] ���
%,������ '��$?�@ ������2����� )��� 
,���2����� �� �� c3� 
���� ����� Mandel-
brot� " ������� ������,���� �����,� ����
���,�� 
��� ���)� �&� λ ��� ��� ������
�
,��� 	 �/���	�� (ii)� ���� 	 �����,� ������� 1��� �� �
&������ ��� ����������
���/����/��� ��� 
����� Mandelbrot� �� ����� �)���� ��� ���������� �1��� �&�
λ 
��� ���� ���
)���
	� /��
�	�� [3.119, 3.1596]�

?�@ ?#@ ?�@

%,��� '��'F ?�@� ?#@ 0����	����� �������� �	� S5 
�	� �����)���� �&� ���&��9
�&� pλ� ?�@ �� ����/��� ����������� ,&��� [4.09, 4.21]×[−0.06, 0.06] ��� %,������
?�@ ���������� )�� 
���� Mandelbrot ��� �	� S5�
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@� ��������! σ = 5F %�	 ������&
	 ���� ����,���� ��&� ��� 
�	� ���	���9
���	 ������&
	� /�� /������	��� ��� ��� ���,�)� �&� ci �� ����/������ ������ ���
��� ��2�� z∗i F (i) 
����
	 ���� )��� ���� ������ k ≥ 2 � (ii) 
����
	 ����
���
���� ���
���� 
������ 
	����� �� ����� ����������� �	� 01� ?'�-@� /	� �	�
�1�
&
	

1197z12 + 2631(λ − 1)z10 − 783λz9 + 2232(λ − 1)2z8 − 1251(λ − 1)λz7

+ [881(λ − 1)3 + 405λ2)]z6 − 522(λ − 1)2λz5

+ [166(λ − 1)4 + 306(λ − 1)λ2]z4 + [−7(λ− 1)3λ− 90λ3]z3

+ [20(λ− 1)5 − 36(λ− 1)2λ2]z2 + [−(λ− 1)4λ+ 15(λ− 1)λ3]z
+ (λ− 1)6 − (λ− 1)3λ2 = 0.

�� %,����� '��'?�@ ��� ?#@ �������
���� �����,)� ��� [−5, 5] × [−5, 5] 
���
����������� ,��� �&� λ� ��� ��� ������ �� ���
��� 
	���� c1 ��� c3� ����
���,&��
)������ ���� ��� ��2�� z∗i � �� %,��� '��'?�@ ������� ���)���
	 �	� �����,��
[4.09, 4.21] × [−0.06, 0.06] ��� %,������ '��'?�@� 	 ����� ������2�� )��� 
,���2�9
���� �� �� c1 �� �����
�)�� ���& ��� ��� ���������� �1���� 
���� �����
Mandelbrot�

?�@ ?#@ ?�@

%,��� '��*F 0����	����� �������� �	� S6 
�	� �����)���� �&� ���&���&� pλ�

?� ��������! σ = 6F �� %,����� '��*?�@� ?#@ ��� ?�@ �������
���� �����,)�
��� [−5, 5]× [−5, 5] 
��� ����������� ,��� �&� λ ��� ��� ������ �� ���
��� 
	����
c5� c1 ��� c3� ����
���,&�� )������ ���� ��� ��2�� z∗i �

A� ��������! σ = 7F �� %,����� '��5?�@� ?#@ ��� ?�@ �������
���� �����,)�
��� [−5, 5]× [−5, 5] 
��� ����������� ,��� �&� λ ��� ��� ������ �� ���
��� 
	����
c1� c3 ��� c5� ����
���,&�� )������ ���� ��� ��2�� z∗i �

B� ��������! σ = 8F �� %,����� '��-?�@� ?#@ ��� '��4?�@� ?#@ �������
����
�����,)� ��� [−5, 5]×[−5, 5] 
��� ����������� ,��� �&� λ ��� ��� ������ �� ���
���

	���� c7� c1� c3 ��� c5� ����
���,&�� )������ ���� ��� ��2�� z∗i �
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?�@ ?#@ ?�@

%,��� '��5F 0����	����� �������� �	� S7 
�	� �����)���� �&� ���&���&� pλ�

?�@ ?#@

%,��� '��-F 0����	����� �������� �	� S8 
�	� �����)���� �&� ���&���&� pλ�

C� ��������! σ = 9F �� %,����� '�� ?�@� ?#@ ��� '�!;?�@� ?#@ �������
����
�����,)� ��� [−5, 5]×[−5, 5] 
��� ����������� ,��� �&� λ ��� ��� ������ �� ���
���

	���� c1� c3� c5 ��� c7� ����
���,&�� )������ ���� ��� ��2�� z∗i �

D� ��������! σ = 10F �� %,����� '�!�?�@� ?#@ ��� '�!!?�@� ?#@� ?�@ �������9

���� �����,)� ��� [−5, 5] × [−5, 5] 
��� ����������� ,��� �&� λ ��� ��� ������
�� ���
��� 
	���� c9� c1� c3� c5 ��� c7� ����
���,&�� )������ ���� ��� ��2�� z∗i �

0/� ������������ �)�� �����)����� 
,	���&� ���� 
������� �)� ����������
�� ����� ������2����� �1A ������ ��� ������
��� �&� ���
��&� 
	���&� ��� ��1	
�H	����	 ��� �)

���� ���� �� ����� /�� ����������	�� 	 M�*5N�

" ������1	 ����� �&� ����������� ������� &� ���� ������
� ��1	 �&� bi,σ ���
���� i = 1, 2, . . . , [(σ − 1)/2]� σ = 3, 4, . . . , 10� ��� ������� &� �1��F ��� �����)����

,���2���� �� �� �)��
�� �&� bi,σ� /	� �� max{bi,σ : i = 1, 2, . . . , [(σ − 1)/2]} ���
���� σ > 2� ���� �����	����� ��� ���� bi,σ /���)��� ��� �� ���	������� ��� ����
��� ��
��	�� ���& 
�� 0.1� <� 
,����)�� �� ����� �	� �����)����� ������� ����� ��
%,����� '��!?�@� '��$?#@� '��'?#@� '��*?�@� '��5?�@� '��4?#@� '�!;?#@ ��� '�!!?�@� "
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?�@ ?#@

%,��� '��4F 0����	����� �������� �	� S8 
�	� �����)���� �&� ���&���&� pλ�

?�@ ?#@

%,��� '�� F 0����	����� �������� �	� S9 
�	� �����)���� �&� ���&���&� pλ�

������	 �����)����� 	 ����� ����
���,�� 
�� ��)
&� ��������� bi,σ� ���������� ���
�� %,����� '��'?�@� '��*?#@� '��5?#@� '��4?�@� '�!;?�@ ��� '�!!?#@� 6��� ��������
����� ���������� 
�	� �����)���� �&� %,	���&� '��$?�@� '��*?�@� '��-?�@ ���
'�!�?�@� ����
���,��
� 
�� ���
��� 
	���� z = 0� �� ������ ��
���� 
���������
���� ��� ������ ���)� ��� σ�

�����	����� ��� )�� ����� ,�����	��
���� �&� �&� ������������ ����� 	 ����9
1	 ���� D������ ������E� 6������� 	 D��������	��E ���� ��1������ 
���&�� ��
�	� ��1	 σ �&� ��������
�&� Sσ ��� �� ���� ��1	
	 ������2����� �)� 
���� D��9
��&�E� )�� ����� ��� )�� ����� ��� ������� �� �����1���� �	� ���/� �&� ����&�
��� #��
����� 
�	� ��������� ��� ������� ����� ��� ����� ����� 
�	� ��,� �&�
�1��&�� #)����� ��� 1����#��� )�� �)� 2������ ����&� 
� ���� ������ %A ���)�
��� ���/�� 
	����
�� ���
	� �	� ����1	� )1& ��A �� ����� ������ ���� ,&��
���
��� ���1������� �&� �&� 2����� ����&� D#�
���E� " ���/� ��� #��
�����

�	� �����,� �	� ��,�� �&� �1��&�� ������

����� ���� ������ /����������� ��
���� ��1	
	 �� �)� 2����� ����&� 1����#��� ���� �)
� 
�� ������ ��&� ���
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?�@ ?#@

%,��� '�!;F 0����	����� �������� �	� S9 
�	� �����)���� �&� ���&���&� pλ�

?�@ ?#@

%,��� '�!�F 0����	����� �������� �	� S10 
�	� �����)���� �&� ���&���&� pλ�


��� ��� ���/��� %	����
�� �/�� ���
	�� �� ����
����� ����� ��� �����	��
���

�	� ���	������	 ���/�� ����� �	� �����)����� ��� ����
���,�� 
�� ���
��� z = 0B
/	� � D#�
���E ��� ����)��	�� ���	����)�&�� #��
����� ���� �)
� 
�� ������
�� �� /����������� ��A ����� �	� ���/�� ,�����	��
���� ��� ��)��� �� 
	����9

���� �/�� ����� 	 ������
	 ���� ���&� ����

����	� /��/���
���B ����� �� ���
��1	
	 ��� σ� 1����#��� )��� #�
��� )1& ��� �� ������ �� �	� ������	 ��1	
	
������)����� 
�� 
��	��
�)�� 2����� ����&�� S��� ��)��� �� �1������� ��� ����
	 �����)���� ��� ����
���,�� 
�� ���
��� 
	���� z = 0�

��� ������� �1)��
	 �&� ����� �&� ������)�&� �/	��� 
�� �1�� 
������9

����F ��&��
�&�� �	 	 /��/���
�� ������ ���� ��� 
��������� ������ �� ������
�����
&�� �	� �����)���� ��� ����
���,�� 
�� ���
��� 
	���� z = 0B /��������
�������� �� �����
����� ��� ����)� �&� 
,	���&� ��� σ > 10�
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?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�!!F 0����	����� �������� �	� S10 
�	� �����)���� �&� ���&���&� pλ�

����/ 0��$��� ��,�� 
 ���*"%���� %� ��#�������'� ���	+

����'� �'���	�

0���/� �� ������ �����,)� ��� ������H��� 
��� ����������� ,��� �����2��� �	
��������� ��� �� ��

��� ,�����	��
���� �&� 
���&� Mandelbrot� /�� ��)���
�� ��� ����

�� � ��������

%������ !>�>� #�! �����(����� �� ��� ������������ ��"��� Sσ! ������ Man-
delbrot �	 ��	 �� ��*��� ���� ���� pλ ����� �� ������

Mσ(λ) = {λ ∈ C : ������� ���������� ������ �����	 k ��� ��"� k = 1, 2, . . .
��	 Sσ ���,������� ��� �( � z

∗
i ��	 pλ(z) = 0}.

%�� �/���� ���� �������� �	 
���������� �����&� �&� ���
����� 
�������

	���&� �&� ��������
�&� Schröder ��� �/	���� 
� ����������� ������� /	�/�

� 
	���� � ������ ��� /�� ����
���,��� 
��� ������	�)� ��2���

%��������)��� �1���2���� ��� ���/��
��� �&� �����,�� ����� Mandelbrot�Mσ(λ)�
��� ������������ ,���� �&� λ ��������)���� 
�� 0/���� '�!�5� ���& 
��� �9
����� )1	� ��� 
�� 
���� Julia �)
� 
�� ,��� �&� ����/���� 
��������)�&��
C�� ���� λ ∈Mσ(λ)� 	 �������� �&� ������H�&� (Sn

σ )∞n=1 ������� ���
������
������ ������ k ≥ 1 /������������ ��� ��� ��2�� �	� pλ(z) = 0�

%�	 
��),��� �����
��2����� ������� ������ )1	�� �� ������ ����
���,���

��� D���
����E ���)� λ ∈ Mσ(λ) ��� 
��� ��������)� �	 D���
����E ���)� ��� ���

������
��� S3� S4 ��� S5� ��&� ���)� ������2����� 
�� ��#��� �������� pλ� <�
��������
��� ���)� 
,�/��
�	��� ,�	
����������� �	� 6���
���� $ ��� �����
��9
2���� 
�	� 0���	�� -�!�
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?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�!$F ?�@� ?#@ :������ )1	� �&� ��2�� ��� pλ ��� �	� S2� ���� λ = 0.37 ���
λ = 0.36� ����
���,&�� ?�@ �� ,&��� [−0.15, 0.15] × [−0.15, 0.15] ��� %,������
?#@ ����),�� ��� ��� ��� ������ )1	� ��� ����� ������ /���

&�+���� Schröder �	�*	��� *�6��

�� %,����� '�!$?�@ ��� '�!$?#@ �������
���� ������ )1	� ��� �� ����/��� ,&���
[−1, 1]× [−1, 1]� �� ������ ����
���,��� 
��� ���)� λ = 0.37 ��� λ = 0.36� ����
���9
,&�� �� �����	��
���� �� %,��� '���?#@� #)����� ��� ��� λ = 0.37 /�� ����,���
��� ���
����� ����� ������ k ����� �&� ��2�� z∗i � C�� λ = 0.36 ��&�� ����9
��2���� ��� �1��
	���&�	 ����� <� ������ �����,)� ��� ������2����� 
�� %,���
'�!$?#@� �������� �)��� �	� ����	� )1	� ��� ���
����� ����� ������ /��
ξ1 = −0.5628255� ξ2 = 0.0110359� /	� ��� �� ξ1 ��� ξ2 �
,��� N(pλ(ξ1)) = ξ2�
���)���
	 �	� ����	� )1	� ��� ����),�� �� 
	���� z = 0 ��� ξ2� ������2�9
��� 
�� %,��� '�!$?�@� < �����
��
��� ����� ���� ����� /��� ����� �����
|S′

2(ξ1)S
′
2(ξ2)| ∼= 0.371�

&�+���� Schröder *�
*�� *�6��

���� 	 ������&
	 ������	�� 
�	� M�*5N �����
��2����� ������� ������ )1	�

�	 ����/��� �����,� [−5, 1]×[−3, 3]� �� ������ ����
���,��� 
�	� �	 D���
��	E ����
λ = 1.96 ?%,��� '�!'?�@@ ��� 
�	� λ = 1.93 ?%,��� '�!'?#@@� 0���� ������)� ���
�� �)��
�� ��� �� %,��� '�!'?�@ ���� �� %,��� '�!'?#@ ����
���,�� 
�� �)��
��
�	� �����)���� ��� �� �1&������ ��� 
����� ����� Mandelbrot ��� %,������
'��!?#@ ���� �� �
&������ ���� G� ,�	
�������
���� ���)� ��� ���)� ��� λ ���

�����
	 ��� ��������

C�� λ = 1.96� 	 ����	 )1	�� A(1)� ��� z = 1 ���������� ���� ����� ���
���	����� ����������� �1��� ��������� �)
� ��� 
������ D��������E�

C�� λ = 1.93� ������2���� )�� D�����&��E ����1� �&� ����/���� 
�2���� �9
����� )1	�� �� ���
���� 
������ 
	���� �	� S3 ��� ����� �	� ���� ��� λ �����
��F ξ1 = 0.237564� ξ2 = 0.324135� ξ3,4 = −0.28085 ± 0.925811 ı� �� ����
���,���
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?�@ ?#@

%,��� '�!'F ?�@� ?#@ :������ )1	� �&� ��2�� ��� pλ ��� �	� S3� ���� λ = 1.96
��� λ = 1.93� ����
���,&��

?�@ ?#@

%,��� '�!*F ?�@� ?#@ �� ,&��� [−1, 1] × [−1, 1] ��� [0.1, 0.4] × [−0.15, 0.15] ���
%,������ '�!�?#@� ����
���,&�� ���/�������� �	 �)
	 �&� ξi ��� ����),��� �	�
���
	 ����	 )1	� �	� ��������	�	� ��2�� ξ1�

�����
��
�)� |S′
3(ξ1)| = 0.493� |S′

3(ξ2)| = 2.049 ��� |S′
3(ξ3,4)| = 5.279� ��9

���	����� ��� ���� �� ξ1 ����� ���
����� ��� �� ������� ����� ��&
���� �����
������� 
�� ����
���,� 
���� Julia� " ����	 )1	�� A(ξ1)� ��� ξ1 ����� 	 )�&
	
�&� �&� D�������E�

�� %,����� '�!*?�@ ��� '�!*?#@ �������� �������
��� �&� �����,�� [−1, 1]×
[−1, 1] ��� [0.1, 0.4] × [−0.15, 0.15]� ����
���,&�� ��� %,������ '�!'?#@� ���� ��

������ ���/�������� ��� �)
��� �&� ξi� " ����	 ����	 �����,� ��� %,������
'�!*?#@ ����
���,�� 
�	� ���
	 ����	 )1	�� A∗(ξ1)� ��� ξ1�

&�+���� Schröder *�*��*�� *�6��

�� %,����� '�!5?�@ ��� '�!5?#@ �������
���� ������ )1	� ��� �� ����/��� ,&���
[−5, 1]× [−3, 3]� �� ������ ����
���,��� 
��� ���)� λ = 3.17 ?�	 D���
��	E@ ��� λ =
3.14 ?)�� ���
���� ���
���� 
������ 
	����@� ����
���,&�� �� �)��
�� ��� ��
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?�@ ?#@

%,��� '�!5F ?�@� ?#@ :������ )1	� �&� ��2�� ��� pλ ��� �	� S4� ���� λ = 3.17
��� λ = 3.14� ����
���,&��

?�@ ?#@

%,��� '�!-F ?�@� ?#@ �� ,&��� [−1.5, 1.5] × [−1.5, 1.5] ��� [−0.15, 0.15] ×
[−0.15, 0.15] ��� %,������ '�!$?#@� ����
���,&�� ���/�������� �	 �)
	 �&� τi ���
����),��� �	� ���
	 ����	 )1	� �	� ��������	�	� ��2�� τ1�
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?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�!4F ?�@� ?#@ :������ )1	� �&� ��2�� ��� pλ ��� �	 �)��/� S5� ����
λ = 4.3 ��� λ = 4.15� ����
���,&�� ?�@ �� ,&��� [−0.4,−0.1] × [−0.15, 0.15] ���
%,������ ?#@ ����),�� �	� ���
	 ����	 )1	� �	� ���
����� ��������	�	� ��2���

%,��� '�!5?�@ ���� �� %,��� '�!5?#@ ����
���,�� 
�� �)��
�� �	� �����)���� ���
�� �1&������ ��� 
����� ����� Mandelbrot ��� %,������ '��$?�@ 
�� �
&������
��� 
������

C�� λ = 3.17� 	 ����	 )1	� A(1) ��� z = 1 ���������� ���� ����� ��� ���	9
����� ����������� �1��� ��������� �)
� ��� 
������ D��������E�

C�� λ = 3.14� ������2���� )�� D�����&��E ����1� �&� ����/���� 
�2����
������ )1	�� 7�	
����������� �	 �)��/� Laguerre ��� �	� ��,���� ����9

����� ��2�� ��� ������������ 
�	� M�$5N� #��
����� �� ���
���� 
������ 
	9
���� �	� S4 ��� ����� �	� ���� ��� λ� �� ����� �����F τ1 = −0.007649� τ2 =
0.061450� τ3,4 = −0.509332 ± −1.186166 ı� τ5,6 = −0.086961 ± 1.425205 ı ���
τ7,8 = 0.569391 ± 0.566931 ı� �� ����
���,��� �����
��
�)� |S′

4(τ1)| = 0.321�
|S′

4(τ2)| = 2.144� |S′
4(τ3,4)| = 6.337� |S′

4(τ5,6)| = 6.609 ��� |S′
4(τ7,8)| = 7.813�

�����	����� ��� ���� 	 τ1 ����� ���
����� ��� �� �������� ����� ��&
���)� ���
������� 
�� ����
���,� 
���� Julia� " ����	 )1	�� A(τ1)� ��� τ1 ����� 	 )�&
	
�&� �&� ��������

�� %,����� '�!-?�@ ��� '�!-?#@ �������� �������
��� �&� �����,�� [−1.5, 1.5]×
[−1.5, 1.5] ��� [−0.15, 0.15] × [−0.15, 0.15]� ����
���,&�� ��� %,������ '�!5?#@� �9
��� �� 
������ ���/�������� ��� �)
��� �&� τi� " ����	 
����� �����,� ���
%,������ '�!-?#@ ����
���,�� 
�	� ���
	 ����	 )1	�� A∗(τ1)� ��� τ1�

&�+���� Schröder )��)*�� *�6��

�� %,����� '�!4?�@ ��� ?#@ �������
���� ������ )1	� ��� �	 ����/��� �����,�
[−1, 1] × [−1, 1]� �� ������ ����
���,��� 
��� ���)� λ = 4.3 ?�	 D���
���E@ ���
λ = 4.15 ?)�� ���
���� ���
���� 
������ 
	����@� ����
���,&�� �� �)��
�� ���
�� %,��� '�!4?�@ ���� �� %,��� '�!4?#@ ����
���,�� 
�� �)��
�� �	� �����)����
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��� �� �1&������ ��� 
����� ����� Mandelbrot ��� %,������ '��'?�@ ���� ��
�&������ ���� �� %,��� '�!4?�@ ������� ���)���
	 �	� �����,�� [−0.4,−0.1] ×
[−0.15, 0.15] ��� %,������ '�!4?#@�

����1 � �������
� ��� �������2�#%��� ���	��'%��

�� ������� �	 ������ /�������&�	 �1�
&
	

a4z
4 + a2z

2 + a0 = 0 ?'��-@

��A �	� ����� ������ � ��#���� ��� � ��������� ����� " ��������
��
	 z2 = w
/���� �	 /������#����� �1�
&
	

a4w
2 + a2w + a0 = 0

	 ����� ������ �� ���,��� 
�	 01� ?$��@� A0�
�� ��� ��
��� ������ ���� ��������9
�������� �����)����� �������#����&� ���&���&� �� ���� 	

qc(z) = z4 + c, c ∈ C

�� ��2�� �	� ������ ����� �� �)������ ��2�� ��� −c� ���)� �� ��2�� ����� �����)� �����
���������)��� 
� ����� ���������� �)����� 0 ��� ������� n

√|c|� ��&� ��������

�� %,��� '�! ?�@� �� ���� ������� ���
��� 
	���� �	�� 
,���2����	� �� �	� qc�
Sσ ��� ���� σ = 2, 3, . . . ����� ������
�	�)�� 
�� z = 0� ���� 	 ����	 �����&���
�	� qc �	/���2���� 
A ���� �� 
	����� 	 �����	����� �)��/�� Schröder /�� ������
�� ������
��� 
A ����� �	� ������&
	�

� x

�
y

�
�

�

�
	

	
	

�
� �	�

�

� x�1�

−1

�
y

�
�

�

�√−λ
�
−√−λ



?�@ ?#@

%,��� '�! F C�&������� �������
��
	 �&� ��2�� �&� �1�
�
�&� qc(z) = 0 ���
qλ(z) = 0� ����
���,&��

<��/����� �������� �������� #����� ������ �� ���,��� 
�	 ����� q(z) =
z4 + Az2 + Bz − Γ� �� ������
���� q(1) = q(−1) = 0� ),���� ��� B = 0 ���
A = Γ− 1 ��A �
�� A �= 0 �= Γ� 0���� ��/���)���� ������ �� �1���
���� �	 /���9
���� �	� �����	������ ����/�� Schröder� 	 ����� 
,���2���� �� �	 
��������)�	
��������������� �����)���� /�������&�&� ���&���&�

qλ(z) = z4 + (λ− 1)z2 − λ = (z − 1)(z + 1)(z2 + λ), λ ∈ C
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�� ��2�� �	� ������ ����� �� z∗1,2 = ±1 ��� z∗3,4 = ±√−λ� ���)� �� ��2�� �����
�����)� ���� ����	��������� /�� �� �&� ����&� ������� ��� ��� ����/����� ��9
���� ��&� ���������������� 
�� %,��� '�! ?#@� A���� �� ��2�� /�� /�������&�&�
�	� ������ ?'��-@ 
,���2����� �)
& ���� ����
,	����
��� Möbius� ����/� � �	
��������� ���� �&� ��2�� 
���&����

�����	��
�� �	� �1���	
	 �&� z∗3 ��� z∗4 ��� �� λ� �� /�������&�� ��������
qλ ����� ����#�� �� �������#����� �������� �� ����
��#����� 
�����
�� ����9
/�� 
�� ����� � ��#���� ��� � ��������� ���� ����
��2���� �&� ����&� �� ��2��
�����2��� 
�� �	/)� ��� ��� ),��� �� ±1 &� ��2��� " �����)���� qλ ����),�� ��
�� /�������&�� �������� ����� ��� z4�

G� ����
������ ������ 
��� ����������� ,��� �&� λ� ���� λ ∈ C� " /�������
���� ��������
	� Schröder� Sσ� ������	�� 
��� ����������� ,��� ���� ��� �/��
������ ��&� ��� 
�� 0/���� '�!�* ?��#� 6���
���� � 
�	� 0���	�� -�$@�

C�� ���� 
	���� λ =Re(λ)+ı Im(λ) 	 qλ� &� ��&
���� �������
�� )�� /�������

�
�	�� �� �� /��� ��� 
������ 
	����� �������� ���
������ ������ ��� 
����
Julia� " ��/��� ������&
	 λ = 1 �����	�� �/	 
�� 0/���� '�!�* ��� n = 4�
8���,��� �����,)� ��� ������������ ,���� �&� λ� ���� ���
����� �����/����
����� 
������,��� �� �� ���
���� 
������ 
	���� ��� ����
���,��� 
��� ��2��
�	� qλ(z) = 0� ���
���� 
������ 
	���� ����
���,����� 
��� ��2�� �	� 01� ?'�-@
��� ��������� ��&
���� ��� λ = 1� ������� �� �����1��� ���
���� 
� �����,)�
��� ����)/�� �&� λ� C�� �� ������H���� �	� ����1	 ���
����� ���&�� ��
������ 
����������� �� �	� ���2��	
	 ���� Schröder ��� ��� z∗i � �����	����� ���
���,�)� �&� ���
��&� 
	���&� �&� 
������
�&� Sσ� �� ������� ���
��� 
	����
ci, i = 1, 2, . . . , 2 (σ− 1) �&� ����� ����&� 
������
�&� Sσ ��� 
,���2����� �� ���
qλ� ������2����� &� ������&��

��	�� *�� 	�	�+	��� ��
����� ���	
�� *��D �2	*�1��	��� �	
*�� qλD Sσ ��� σ = 2, 3, 4

%�	� ������&
	 σ = 2 �� ������� ���
��� 
	���� ����������� �	� �1�
&
	

6z2 + (λ− 1) = 0. ?'��4@

A0�
�� �� ������� ���
��� 
	���� ��� ����������� �	� 01� ?'��4@ ����� ��

c1,2 = ±
√
−(λ− 1)/6.

%�	� ������&
	 σ = 3 �� ������� ���
��� 
	���� ����������� �	� �1�
&
	

28z4 + 8(λ− 1)z2 + (λ− 1)2 = 0, ?'�� @

	 ����� ����� �	� ������
aw2 + bw + c = 0,
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!>� )�����)*��� ��+���� Schröder =,

���� w = z2� a = 28� b = 8(λ − 1) ��� c = (λ − 1)2� A0�
�� �� ������� ���
���

	���� ��� ����������� �	� 01� ?'�� @ ����� ��

c1,2 = ±
√

(−0.1428571 + 0.1237179 ı)(λ − 1),

c3,4 = ±
√

(−0.1428571 − 0.1237179 ı)(λ − 1).

%�	� ������&
	 σ = 4 �� ������� ���
��� 
	���� ����������� �	� �1�
&
	

616z6 + 236(λ − 1)z4 + 54(λ − 1)2z2 + 5(λ− 1)3 = 0, ?'�!;@

	 ����� ����� �	� ������ ?�=��@� ���� x = z2� a = 236/616(λ− 1)� b = 54/616(λ−
1)2 ��� c = 5/616(λ− 1)3� :��#������ �	 �
	 �	� 01� ?�=��@ ��� �	� 01� ?�=�'@�
A0�
�� �� ������� ���
��� 
	���� ��� ����������� �	� 01� ?'�!;@ ����� ��

c1,2 = ±
√
−0.1552374(λ − 1), c3,4 = ±

√
(−0.1139397 + 0.1982540 ı)(λ − 1),

c5,6 = ±
√

(−0.1139397 − 0.1982540 ı)(λ − 1).

�	�
)�*�� �*�� )����	*���� 23��

���� ���� �	 �	/������ ����/���� ������� z ),�� ����#�� /�� ������&���)� ��2���
���2���� �	 "����� ���������� �(�� +

√
z� ��� z� �� ����� ���� �� ������ ������9

���� �)��� �� �� � z ����� ���
��� �����
������ ���� �� ������ �����
���� �)����
%	����
�� ��� �� z∗1 ��� z∗2 #��
������ 
��� ��)����� ����)� ��� �1��� �&� y� ���
�� z∗3 ��� z∗4 ����� ������� ��)������ ����/� 	 ��� ����� �������	 �	� �	�� A��� ��
����
���,�� ��������
��� ��� ������������ ,���� �&� ���
��&� 
	���&� ci+1 = −ci
��#������� ���� ��� ������ �&� ,�&���&�� �� ���2�� �� �� �������� �� �������
�� �� ���
��� ��� ����
����&��

/� ��������� σ = 2F �� %,��� '�$;?�@ �������
�� �����,)� ��� [−5, 5] ×
[−5, 5] 
��� ����������� ,��� �&� λ ��� ��� ������ �� ���
��� 
	���� c1 )�����
���� ��� z∗i � �� %,����� '�$;?#@ ��� '�$;?�@ ��������� ����
���,&�� �������
���
�&� �����,�� [4, 9] × [−2.5, 2.5] ��� [0.115, 0.215] × [−0.05, 0.05] ��� %,������
'�$;?�@�

9� ��������� σ = 3F �� %,����� '�$�?�@ ��� '�$�?#@ �������
���� �	� �����,�
[−5, 5]× [−5, 5] ��� ������������ ,���� �&� λ ��� ��� ������ �� ���
��� 
	���� c1
��� c3� ����
���,&�� )������ ���� �� z∗i � ���
)1�� ��� � ������������ ,���� ���
�� ���
��� 
	���� c3 ������,������ �)
& �����
	� ��� %,������ '�$�?�@ ���&
��A ��� �1��� �&� Re(λ)� �1 ������ ��� 
�2����� ����/���� ������� �)
� 
�	 ��2��
�� %,��� '�$�?�@ ������� ���)���
	 ��� ,&���� [4.5, 6.5] × [3, 5] ��� %,������
'�$�?�@ ������2����� )�� 
���� ����� Mandelbrot ��� 
,���2���� �� �� c1�

>� ��������� σ = 4F �� %,����� '�$!?�@ ��� '�$!?#@ �������
���� �	� �����,�
[−5, 5] × [−5, 5] ��� ������������ ,���� �&� λ ��� ��� ������ �� ���
��� 
	����
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=0 )�����)*���� ��+����

?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�$;F ?�@ 0����	����� �������� �	� S2 
�	� �����)���� �&� ���&��9
�&� qλ� ?#@� ?�@ �� ,&��� [4, 9] × [−2.5, 2.5] ��� [0.115, 0.215] × [−0.05, 0.05] ���
%,������ ?�@� ����
���,&�� ������2��� 
���� ����� Mandelbrot ��� �	� S2�

?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�$�F ?�@� ?#@ 0����	����� �������� �	� S3 
�	� �����)���� �&� ���&9
���&� qλ� ?�@ �� ����/��� ,&��� [4.5, 6.5] × [3, 5] ��� %,������ ?�@ ����������
)�� 
���� ����� Mandelbrot ��� �	� S3�

c1 ��� c3� ����
���,&�� )������ ���� �� z∗i � < ������������ ,���� ��� �� ���
���

	���� c5 ������,������ �)
& �����
	� ��� %,������ '�$!?#@ ���& ��A ��� �1���
�&� Re(λ)� �� %,��� '�$!?�@ ������� ���)���
	 �	� �����,�� [3.5, 5.5] × [4, 6]
��� %,������ '�$�?#@ ������2����� )�� 
���� ����� Mandelbrot ��� 
,���2����
�� �� c3�

��� (��������	�� � 1�'�! König

" /������� �	� �����	������ ����/�� König ������	�� ��� ����	 ����� ����
�	� ����
���� ���� �� �44'� 
�	� M�*-N ��� 
� ��������� #���� 
�	� M*N� <�
�����	����)� 
������
��� König �������� ��� ���)� �� �	 
���� ���� ��� ����9
�)���� �	��� �����	������ 
������
�&�� �� ������ ����� 
,�/��
�)���� �
�� ��
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!>� )�����)*��� ��+���� König =4

?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�$!F ?�@� ?#@ 0����	����� �������� �	� S4 
�	� �����)���� �&� ���&9
���&� qλ� ?�@ �� ����/��� ,&��� [3.5, 5.5] × [4, 6] ��� %,������ ?#@ ����������
)�� 
���� ����� Mandelbrot ��� �	� S4�


�������� �� ��1	 σ ≥ 2 ���� ��� ��2�� ���� 
�����	
	� f �

����� ����
��	 ��� 
	����
��� König

A0
�&
��

f(w) = a0(z) + (w − z)a1(z) + · · · ,
g(w) = b0(z) + (w − z)b1(z) + · · ·

���

h(w) = g(w)/f(w) = c0(z) + (w − z)c1(z) + · · · ,
���� �� f ��� g ����� �������)� 
� ������� ���� T � C�� /��)� z� �� ����,�� �������
����� ���& ��� �� z ��� �� ����),�� ��� ��� ���� ��� ��2� r �	� f(z) = 0� �����
��� �� G���	�� ��� König ?#� M !N� G���	�� $����� 
J� ��5@�

lim
σ→∞

cσ(z)
cσ+1(z)

= r − z.

0���� ����� �� ����)����� �/� ���� ����,�
��� ��� ������ ����� σ� 	

ψσ(z) = z +
cσ−2(z)
cσ−1(z)

?'�!�@

��)��� �� ���2�� ��� 
�������
� �����	����� �)��/�� %�	� �����������	��� 	
?'�!�@ ���2�� ��� �����	����� �)��/� ��1	� σ ��� σ ≥ 2� 0���/�

cσ(z) =
(g/f)(σ)

σ!
,
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== )�����)*���� ��+����

��� �	� ?'�!�@ )����� ������� ���

ψσ(z) = z + (σ − 1)

(
g(z)
f(z)

)(σ−2)

(
g(z)
f(z)

)(σ−1)
.

C�� �	� ���/��1	 ��� �����)
����� ����� ������� � ��/����������� ������
�	��
�� �����)1�� 
�� M�;;N� M �N � M !N�

<��2���� ��� ������������	 ���������	 König &�

Kσ(z) = z + (σ − 1)

(
1

f(z)

)(σ−2)

(
1

f(z)

)(σ−1)
, σ = 2, 3, . . . . ?'�!!@

�����	����� ��� 	K2 �����2���� �� �	� �����	����� 
�����	
	 ?'��@ �&� Newton–
Raphson� ��� 	 K3 �����2���� �� �	� �����	����� 
�����	
	 ��� Halley

H(z) = z − f(z)/f ′(z)
1− f(z)f ′′(z)/{2[f ′(z)]2} .

����

������ �	�������� ��� �	 �)��/� ��� Halley ������2����	 
�� ����9
���� fn(z) = zn − 1 ��� gn(z) = z(zn − 1) ��� ���� n = 2, 3, . . . ����,��� 
���
M�$!N ��� M�$ N�

����� �������
��	 ��� 
	����
��� König

�����	����� ��� ��� 	 �)��/�� König ),����� �����	�� (σ− 1)(d− 1)+1 #������
���� d = deg(f)� ����� ����� Newton–Raphson� �����	����� ��� �� f(z∗) = 0�
����K

(i)
σ (z∗) = 0 ��� ���� i = 1, 2, . . . , σ−1� 0���)�&�� 	 �����	����� ��������

zk+1 = Kσ(zk)� σ = 2, 3, . . . 
������� D�������E ���� ��� ��2�� z∗i , i = 1, 2, . . . , d
�	� f(z) = 0� ����� O(|zn− z∗i |σ). 0���� ������)� ��� 	 ����
���� �&� Kσ �������
�	 ���
	 �&� ����&� σ − 1 �������&� �	� f 
�� 
	���� z� A���� 	 �������&
����� �	� 01� ?'�!!@ /�� ����� ��,�	
�	 ���� ��� ��������)���� ������
����
���� ��� ��� �����������
�� �&� �&� ��&� �&� Kσ� C�� �� �1���H���� ���� �	
/�
,)����� ��
������ �	� ������	 ����
���� ����)������ ��� ��� �� ��2�� �	� f
����� ��)��
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!>� )�����)*��� ��+���� König =�

S��������� �� h1(z) = 1 ),����(
h1(z)
f(z)

)′
=

h′1(z)f(z) − h1(z)f ′(z)
[f(z)]2

=
h2(z)
[f(z)]2

,

(
h2(z)
[f(z)]2

)′
=

h′2(z)f(z) − 2h2(z)f ′(z)
[f(z)]3

=
h3(z)
[f(z)]3

���� �������� (
hk(z)
[f(z)]k

)′
=
(

1
f(z)

)(k)

=
hk+1(z)
[f(z)]k+1

,

����

hk+1(z) = h′k(z)f(z)− khk(z)f ′(z) ?'�!$@

��� ���� k = 1, 2, . . . , σ − 1� A���� 	 01� ?'�!!@ �������

Kσ(z) = z + (σ − 1)
hσ−1(z)f(z)

hσ(z)
. ?'�!'@

��� �	� 01� ?'�!$@ �������� ���A �� ��� 	 ����
���� �&� hk ��� ���� k =
2, 3, . . . , σ− 1 ������� ��� ������ k ���������� �	� f � ��� �� ���� �&� Kσ �������
�� ������
���� ���� ����&���� ������ ������������ )�
� �	 ,����#��� /��/���9

�� ��� �������#�������� ������
��� �&� k ��1�&� �������&� ��� ���� ����
%�	� M�*-N ����,�� ��� /����������� �� �1�
�� ��/���)���
�� �������
���� �&�

������
�&� König�

����� !�"
#��� 
��#��$ 
�%��� ��� %�#"��	 König

C�� σ = 2� 	 
�����	 
������� 
	����� Kσ(z) = z ������ ��� f(z) = 0� C�� σ > 2
������ ��� f(z) = 0 � ���

hσ−1(z) = 0. ?'�!*@

G� �����2���� ���"��� ���"�� ������ ��� ��2�� �	� ?'�!*@� %�	� ������&
	
�	� ����/�� Schröder �� 
	���� ���� ���� ���� ���
���� ��� ���� ��&
�����
�� ���A ����/����� ����� ��	�)�2�� ��� ������ )1	� �&� ��2�� �	� f � +�������
��� �� 
������
��� König ��,�
�������� �)����� ��/��� /������,)� �1 ������ ���
�������� �
,���� �����)
������ �� ����� ��
������ �/� ��� ����	 �����

���*��� !>�>� �&�� �� ���"��� ���"�� ������ ��� Kσ ��� ��"� σ > 2 �����
���������



�
�

�
�

�
�

�
�

�/ )�����)*���� ��+����

.�����1�� �����&��2����� �	� Kσ(z) &� ���� z ),����

K ′
σ(z) = 1 + (σ − 1)

(
hσ−1(z)
[f(z)]σ−1

)′ hσ(z)
[f(z)]σ

− hσ−1(z)
[f(z)]σ−1

(
hσ(z)
[f(z)]σ

)′

(
hσ(z)
[f(z)]σ

)2

= 1 + (σ − 1)

hσ(z)
[f(z)]σ

hσ(z)
[f(z)]σ

− hσ−1(z)
[f(z)]σ−1

hσ+1(z)
[f(z)]σ+1(

hσ(z)
[f(z)]σ

)2

= 1 + (σ − 1)
[hσ(z)]2 − hσ−1(z)hσ+1(z)

[hσ(z)]2
.

7�	
����������� �	� 01� ?'�!*@ ),���� ��� ��� ���� σ = 3, 4, . . . ��� ��� �� ��
���
���� 
������ 
	���� ξi� i = 1, 2, . . . , (σ − 2)(d − 1) �
,���

K ′
σ(z)|z=ξi

= σ > 1. ?'�!5@

0���)�&�� �� �� ���
���� 
������ 
	���� �&� Kσ ����� ��&
���� ��� ���� σ ≥ 2�
�

���� ����� ��� 
	������� �/���	�� �&� 
������
�&� König� 	 ����� 
	������ ���
�� �� ���
���� 
������ �	� 
	����� ���1�����&� �	� 
������
�&� f � �������

�� 
���� Julia J(Kσ) ��� )�
� /�� ����/����� ������ �����	����� ���������

8���)����� ��� f ����� )�� �������� #����� d ≥ 2 ��� ��� ����,��� �� ������
σ − 1 �����&��� ���� ���� �� hk, k = 1, 2, . . . , σ ����� �������� ��� �� Kσ �����
�	�)� 
������
���� " 
����	� ��&��� ������H�&� �&� ��������� 
������
�&�
/�� ������� ��� �� �������H�� �	 
������ /������� �	� ����/�� König� %A ����
�� 
	���� )�,���� 	 ��&��� �&� Julia ��� Fatou� �
�� �� �1	��
�� �� ������ ��/	

����������� �	� �����	������ ��������� (Kn

σ )∞n=1�

����� &'���� Julia ���( �)��%�*"%���� ��� ��� ���	��'+
%�� fn(z) = zn − 1( 
	����
��� König ��� �� ���$���
��,�� ��� n+�
�-� ��*-� ��� %��$���

%A ���� �� �/���� �������� 
�� ����/��� �����/� ��� ������ )1	� �&� ���
�����

������� 
	���&� �&� 
������
�&� König ��� σ = 2, 3, 4 ��� 5 ��� ����
����9

�	��� �� 
�������� 
��� n9�
�)� ��2�� �	� ����/���

�� %,����� '�$$I'�$' ���)��H�� ��#������� )�� ������&�� &� �)��� �&�
��,���� ��� ����� ��� ,�	
����������� �	� 6���
���� ! �	� 0���	��� -�!� ��
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!>� )�����)*��� ��+���� König ��

?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�$$F %���� Julia �&�� ������2����&� ��� ��� f3(z) = z3−1� 
������
�&�
König 
�� ����/��� ,&��� [−1, 1] × [−1, 1]B ?�@ �)��/�� K3� ?#@ �)��/�� K4� ?�@
�)��/�� K5�

?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�$'F %���� Julia �&�� ������2����&� ��� ��� f4(z) = z4−1� 
������
�&�
König 
�� ����/��� ,&��� [−1, 1] × [−1, 1]B ?�@ �)��/�� K3� ?#@ �)��/�� K4� ?�@
�)��/�� K5�

%,����� '�$*I'�$5 ������
�	��� ��#������� )�� ������&�� &� �)��� �&� ��9
,���� ��� ����� ��� ,�	
����������� �	� 6���
���� $ �	� 0���	��� -�!�

S������� �	 ��)�	 ��� ���/���������� ��� �� ��

��� ����)�
�� ��� Cayley�
�� ����� 
������
��� 
�� 0/���� '�!�*� ������������ 
��� 
������
��� König�

���*��� !>�>� :�� �� ���� ���� pc(z) = z2−c! �� J(Kσ) ��� ��"� σ = 2, 3 . . .
����� ��� ��"����

.�����1�� 0�����2���� ��� ����
,	����
��

w = Φ(z) =
z +
√
c

z −√c
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�� )�����)*���� ��+����

��� ������ � ����
������ ����� �

Φ−1(w) =
−w√c−√c
−w + 1

=
√
c
w + 1
w − 1

.

�� 	 Kσ(z) ����� M(w)� ����

M(w) = Φ ◦Kσ ◦ Φ−1(w) = Φ ◦Kσ

(√
c
w + 1
w − 1

)
= Φ

(√
c
wσ + 1
wσ − 1

)
=

(wσ + 1)/(wσ − 1) + 1
(wσ + 1)/(wσ − 1)− 1

= wσ.

0���)�&�� ��� �� G���	�� !�!�� )����� �� 2	�������� �
������� !>�>� :�� ��� f2(z) = z2 − 1! J(Kσ) = � ��� ��"� σ = 2, 3 . . .! ����
� ����� � �1���	 ��� ,�������� � ��"� ��
%������� �� ������ )1	� �&� ��2�� �	� �1�
&
	� f2(z) = 0 �� ����� ��� ���� σ ≥ 2
�/��� �� ���)� ��� %,������ '�*?�@� " ������	 ����
	 �&� 
,	���&� �����
����� ���1�����&� ���� �����	����� /��/���
�� Kσ� ��&� ���� ������2���� 
��
fn� %� ��� ��� �������
��� �� n9�
�)� ��2�� �	� ����/�� 
��#��2����� &� z∗i,n ���
���� i = 1, 2, 3, . . . , n ��� n = 2, 3, . . .�

/� ��������! σ = 2F .� 
J� 5*�
9� ��������! σ = 3F " 
�����	 
������� 
	����� K3(z) = z ������ ���F (i)

fn(z) = zn − 1 = 0 � (ii) z = 0, ��� ���� n = 2, 3, . . .� <� ������ )1	� ��� n = 3
��� 4 �����
��2����� 
�� %,����� '�$*?�@ ��� '�$5?�@� ����
���,&��

?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�$*F :������ )1	� �&� ��2�� �	� f3(z) = z3 − 1 
�� ����/��� ,&���
[−1, 1]× [−1, 1]B ?�@ �)��/�� K3� ?#@ �)��/�� K4� ?�@ �)��/�� K5�

>� ��������! σ = 4F " 
�����	 
������� 
	����� K4(z) = z ������ ���F (i)
fn(z) = zn − 1 = 0 � (ii) z = 0 � (iii)

zn +
n− 1
n+ 1

= 0,
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!>� )�����)*��� ��+���� König ��

��� ���� n = 2, 3, . . .� <� ������ )1	� ��� n = 3 ��� 4 �����
��2����� 
��
%,����� '�$*?#@ ��� '�$5?#@� ����
���,&�� �����	����� ���� ����� �&� ��2�� z∗i,n
��� ��� z = 0� ����,��� n ���
���� 
������ 
	���� �	�K4� �� ����� 
��#��2����
&� ξi,n� A<�&�� �� ���
���� 
������ ���� 
	���� ������ ����� ��&
���� ��& �	�
01� ?'�!5@� /� /������

��� ��� ������ )1	� �	� ���	������	� ������&
	�� /����
�������� �� ������� 
�� ����
���,� 
���� Julia�

" ������	 �����
	� 	 ����� #��
����� 
�� M�*-N� 1�������2�� ���&� �� ������

���*��� !>�>� :�� ��"� σ ≥ 3! ��� �� ���"��� ���"�� ������ ��� Kσ *�'
������� ���	 ������	 arg(z) = (2j + 1)π/n ��� ��"� j = 0, 1, . . . , n− 1�

A���� ��� ���� n ≥ 2� �� ξi,n ����� ��� ��� #��
������ 
�� 
���� J(K4) #��
������
��� 
�� ����
���,� 
���� J(K3)� %������� ����)����� ��� �� ����
���,� 
����
Julia ����� ����� �������1� �����

?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�$5F :������ )1	� �&� ��2�� �	� f4(z) = z4 − 1 
�� ����/��� ,&���
[−1, 1] × [−1, 1]B ?�@ �)��/�� K3� ?#@ �)��/�� K4� ?�@ �)��/�� K5�

@� ��������! σ = 5F " 
�����	 
������� 
	����� K5(z) = z ������ ���F (i)
fn(z) = zn − 1 = 0 � (ii) z = 0 � (iii)

(zn − ρ1
n)(zn − ρ2

n) = 0,

����

ρ1,2
n =

2(n2 − 1)± n√3(n2 − 1)
−(n+ 1)(n + 2)

��� ���� n = 2, 3, 4 . . . . %A ����� �	� ������&
	 ������2���� )�� 2����� ��������9
��� 
������� 
	���&� μ1

i,n, μ
2
i,n ��� ���� z∗i,n� �� ����� ��&� ��� /�� ��	���2��

��� ������ )1	� ������ �� μ1
i,n, μ

2
i,n ����� ��&
���� ��& �	� 01� ?'�!5@� �� ,�9

����	��
���� ���� ��������������� 
�� %,����� '�$*?�@ ��� '�$5?�@ ��� n = 3 ���
4� ����
���,&�� 0���)�&�� �� 
	���� ���� ��� ���� n ≥ 2 #��
������ 
�� 
����
J(K5)� ��&� ���
	� ��� 
�� ����
���,� 
���� Julia �	� ���	������	� ��1	��
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����� � %�#���� König 
��� ����%�����"  -��

0
���2���� ���� �	� ���
�,� ��� 
�	� �����	����� �)��/� König ��� 
,���2����
�� �	� ��������������� �����)���� �&� ��#���� ���&���&� ?$�!@� " ����
	 �	�
����/�� König ��� �� ������ �������� ������ #����� ��� ������ 
�	� ����
	
�&� pλ�

G� ����
������ ������ 
��� ����������� ,��� �&� λ� ���� λ ∈ C� " /�����9
�� ���� ��������
	� König� Kσ� ������	�� 
��� ����������� ,��� ���� ��� �/��
������ ��&� ��� 
�� 0/���� '�$�' ?��#� 6���
���� � 
�	� 0���	�� -�$@� C�� ����

	���� λRRe(λ)+ ı Im(λ) 	 pλ �������
�� )�� /������� 
�
�	�� �� /��� ��� 
��9
���� 
	����� �������� ���
������ ������ ��� 
���� Julia� 8���,��� �����,)�
��� ������������ ,���� �&� λ� ���� ���
����� �����/���� ����� 
������,���
�� �� ?���
����@ 
������ 
	���� ��� ����
���,��� 
��� ��2�� �	� pλ = 0� C��
�� ������H���� �	� ����1	 ���
����� ���&�� �� ������ 
����������� �� �	�
���2��	
	 ���� König ��� ��� z∗i � �����	����� ��� ���,�)� �&� ���
��&� 
	���&�
�&� 
������
�&� Kσ�

��� �	 
,)
	 K ′
σ(z) = 0 ��������� 	 �1�
&
	

σ[hσ(z)]2 − (σ − 1)hσ−1(z)hσ+1(z) = 0

��� �	� ����� ������2����� �� ���
��� 
	���� �	� Kσ ��� �� �	 #������ �����
���
/����2����� �� ������� ���
��� 
	���� �� ����� /��������������� ��� ��� ��2��
�	� f � < #����� �&� hk+1, k = 1, 2, . . . , σ−1 ���������� �	� deg(hk+1) = deg(hk)+
d − 1. ���� deg(h1) = 0� �
,��� ��� deg(hk) = (k − 1)(d − 1)� ����� ),���� ��
��� 2(σ − 1)(d − 1) /���������� ���
��� 
	���� �	� Kσ�

��	�� *��D �2	*�1��	��� �	 *� pλD 	�	�+	��� ��
����� ���	
��
*�� Kσ ��� σ = 3, 4, 5

%�	� ������&
	 σ = 3 �� ������� ���
��� 
	���� ����������� �	� �1�
&
	

6z2 − (λ− 1) = 0. ?'�!-@

A0�
� �� ������� ���
��� 
	���� �� ����� ����������� �	� 01� ?'�!-@ �����

c1,2 = ±
√

(λ− 1)/6.

%�	� ������&
	 σ = 4 �� ������� ���
��� 
	���� ����������� �	� �1�
&
	

10z3 − 5(λ− 1)z − λ = 0. ?'�!4@

(��������� �� �� 
�����
�� ��� z3 �������� �	� 01� ?'�!4@ 
�	 �����

z3 − 1/2(λ − 1)z − 1/10λ = 0,
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	 ����� ����� �	� ������ ?�=�!@� ���� p = −1/2(λ − 1) ��� q = −1/10λ� A0�
�� ��
������� ���
��� 
	���� ��� ����������� �	� 01� ?'�!4@ ����� ��

c1 =
3

√
R+
√

Δ +
3

√
R−
√

Δ =
3

√
R+
√

Δ− Q
3
√
R+
√

Δ
,

c2,3 = −c1/2±
√

(c1/2)2 − 2R/c1,

���� R = λ/20� Q = −(λ− 1)/6 ��� Δ = R2 +Q3�
%�	� ������&
	 σ = 5 �� ������� ���
��� 
	���� ����������� �	� �1�
&
	

15z4 − 15(λ − 1)z2 − 6λz + (λ− 1)2 = 0. ?'�! @

(��������� �� �� 
�����
�� ��� z4 �������� �	� 01� ?'�! @ 
�	 �����

z4 − (λ− 1)z2 − 2/5λz + 1/15(λ − 1)2 = 0, ?'�$;@

	 ����� ����� �	� ������ ?�=�5@� ���� p = −(λ−1)� q = −2/5λ ��� r = 1/15(λ−1)2�
������� ��� �	� 01� ?�=�-@� ),���� ��� �� ������� ���
��� 
	���� ��� �����������
�	� 01� ?'�! @ ����� ��

c1,2 =
[
a±
√

4/3(λ − 1)− y + 4λ/(5a)
]/

2,

c3,4 =
[
−a±

√
4/3(λ − 1)− y − 4λ/(5a)

]/
2,

���� a =
√

2(λ− 1)/3 + y�

�	�
)�*�� �*�� )����	*���� 23��

���� ���� �	 �	/������ ����/���� ������� z ),�� ����#�� /�� ������&���)� ��2���
���2���� �	 "����� ���������� �(�� +

√
z� ��� z� �� ����� ���� �� ������ �����9


���� �)��� �� �� � z ����� ���
��� ������������ ���� �� ������ ���������� �)����
C�� ��� ������
�� �&� ci ,�	
���������� ��� ������ ��2�� �&� ����/���� �������
��� ),��� �� ��������� ���
���

%� ��� ��� �������
���� �� ���������
�� ������ �����,)� �������
���� ,&���
��� ������������ ,����� ����� �&� ����&� �� ���
��� 
	���� /� 
�������� ����
������ ��2� z∗i � ���� �� �� ���
���� 
������ 
	���� ����� ��&
����� �� ���,�)�
�&� ���
��&� ����� 
	���&� ����� ���
����� ���
����� ����� ������ k ≥ 2� 0����
�1���2���� �	 /������� �����&� �&� ���
��&� 
	���&�� �� ����� ����
���,��� 
���
�����)� ������&���)� ��2��� <� ����
���,�� ������� ��� ������������ ,���� ��� ��
���
��� 
	���� ci+1 = −ci ������,������� �)
& �����
	� ���& ��A ��� ����������
�1��� �&� λ�
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?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�$-F ?�@ 0����	����� �������� �	� K3 
�	� �����)���� �&� ���&���&�
pλ� ?#@� ?�@ �� ����������� ,&��� [1.47, 1.51] × [−0.02, 0.02] ��� [1.95, 2.05] ×
[−3.35,−3.25]� ����
���,&�� ��� %,������ ?�@ ����������� 
���� ����� Man-
delbrot ��� �	� K3�

/� ��������! σ = 2F .� 
J� -��
9� ��������! σ = 3F �� %,��� '�$-?�@ �������
�� �����,)� ��� [−5, 5] ×

[−5, 5] 
��� ����������� ,��� �&� λ ��� ��� ������ �� ���
��� 
	���� c1 )�����
���� ��� z∗i � �� %,����� '�$-?#@ ��� ?�@ �������� �������
��� �&� �����,��
[1.47, 1.51]× [−0.02, 0.02] ��� [1.95, 2.05]× [−3.35,−3.25]� ����
���,&� ������2��9
��� 
���� ����� Mandelbrot ��� 
,���2����� �� �� c1� �� %,��� '�$-?#@ �����
�����
�)�� ���& ��A ��� ���������� �1���� �� ���& ��
� ?
��������#����)9
��� ��� ����������� �1���@ ����� ���� ����� Mandelbrot� 
������ ����
���,��

��� ���)� �&� λ� ��� ��� ������ �� c1 /� 
������� ���� ��� z∗i B �� ���& ��
� ��9
��
���,�� 
�� ���
��� 
	���� c2� �� ����� ���/����/)� ��� ������2���� 
�� %,���
'�$-?�@ �������
�� ����������)� ���)� ���
����� ���&� ������ !� �� ���
����
?��&
����@ 
������ 
	���� ����������� �	� �1�
&
	

3z2 + (λ− 1) = 0.

>� ��������! σ = 4F �� %,��� '�$4?�@ �������
�� �����,)� ��� [−2, 2] ×
[−2, 2] 
��� ����������� ,��� �&� λ ��� ��� ������ �� ���
��� 
	���� c1 )�����
���� ��� z∗i � �� %,��� '�$ ?�@ ������� ���)���
	 �	� �����,�� [−0.827,−0.822]×
[1.6695, 1.6745]� �� %,��� '�$4?#@ �������
�� �����,)� ��� [−5, 7]× [−7, 5] 
���
����������� ,��� �&� λ ��� ��� ������ �� ���
��� 
	���� c2 )����� ���� ��� z∗i � ��
%,��� '�$ ?#@ ������� ���)���
	 �	� �����,�� [3.31, 3.34] ×[−0.015, 0.015]� ��
����� �����
�)�� ���& ��A ��� ���������� �1���� �� ����� ,&��� �������
����
��� �/� 
���� ������������ ����� ��� ��� ������ �� ���
��� 
	���� /� 
��������
���� ��� ��2� ��� pλ� �� ���
���� ?��&
����@ 
������ 
	���� ����������� �	�
�1�
&
	

6z4 + 3(λ− 1)z2 + 3λz + (λ− 1)2 = 0.
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?�@ ?#@

%,��� '�$4F 0����	����� �������� �	� K4 
�	� �����)���� �&� ���&���&� pλ�

?�@ ?#@

%,��� '�$ F �������
��� �&� ���	����)�&� %,	���&� ?�@ ��� ?#@� ����
���,&��
����������� 
���� Mandelbrot ��� �	� K4�

@� ��������! σ = 5F �� %,��� '�';?�@ �������
�� �����,)� ��� [−7, 11] ×
[−11, 7] 
��� ����������� ,��� �&� λ ��� ��� ������ �� ���
��� 
	���� c1 )�����
���� ��� z∗i � �� %,��� '�';?#@ �������
�� �	� �����,� [−5, 5]×[−5, 5] ��� �	� �����
�� ���
��� 
	���� c2 )����� ���� ��� z∗i � �� %,��� '�';?�@ ������� ���)���
	
�	� �����,�� [−3.3038,−3.3016] × [−1.0784,−1.0762] ��� %,������ '�';?�@� ��
���
���� ?��&
����@ 
������ 
	���� ����������� �	� 01� ?'�-@� /	�� �	� �1�
&
	

10z6 + 5(λ− 1)z4 + 16λz3 + 4(λ− 1)2z2 + 4λ(λ− 1)z + (λ− 1)3 + λ2 = 0.

����. 0��$��� ��,�� 
 ���*"%���� %� ��#�������'� ���	+

����'� �'���	�

A<�&� ��� 
�� 0/���� '�!�-� �� ������ �����,)� ��� ������H��� 
��� ���������9
�� ,��� �����2��� �	 ��������� ��� �� ��

��� ,�����	��
���� �&� 
���&�
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?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�';F ?�@� ?#@ 0����	����� �������� �	� K5 
�	� �����)���� �&�
���&���&� pλ� ?�@ �� ����/��� ����������� ,&��� [−3.3038,−3.3016] ×
[−1.0784,−1.0762] ��� %,������ ?�@ ���������� )�� 
���� Mandelbrot ��� �	�
K5�

Mandelbrot� 0���)�&� /�� ��)��� �� ��� ����

�� � ��������

%������ !>�>� #�! �����(����� �� ��� ������������ ��"��� Kσ! ������ Man-
delbrot �	 ��	 �� ��*��� ���� ���� pλ ����� �� ������

Mσ(λ) = {λ ∈ C : ������� ���������� ������ �����	 k ��� ��"� k = 2, 3, . . .
��	 Kσ ���,������� ��� �( � z

∗
i ��	 pλ(z) = 0}.

%�� �/���� ���� �������� �	 
���������� �&� ���
����� �����/���� 
	���&� �&�
��������
�&� König ��1	� �H	����	� ��� /��� �� ����� �/	���� 
� �����������
������� /	�/� 
� 
	���� � ������ ��� /�� ����
���,��� 
��� ������	�)� ��2���

%��������)��� �1���2���� ��� ���/��
��� �&� �����,�� ����� Mandelbrot�Mσ(λ)�
��� ������������ ,���� �&� λ ��������)���� 
�� 0/���� '�$�*� ���& 
��� ����9
����
��� �&� ���
����� ������ )1	� ��� �&� 
���&� 
�� ,��� �&� ����/����

��������)�&�� C�� ���� λ ∈Mσ(λ)� 	 �������� �&� ������H�&� (Kn

σ )∞n=1 ��9
����� ���
������ ������ ������ k ≥ 2 /������������ ��� ��� ��2�� �	� pλ(z) = 0�

%�	 
��),��� �����
��2����� ������� ������ )1	�� �� ������ ����
���,���

��� D���
����E ���)� λ ∈ Mσ(λ)� ����� ��� 
��� ��������)�� �	 D���
����E� ���)�
��� ��� 
������
��� K2� K3� K4 ��� K5� ��&� ���)� ������2����� 
�� ��#��� ��9
������ pλ� <� ��������
��� ���)� 
,�/��
�	��� ,�	
����������� �	� 6���
����
$ ��� �����
��2���� 
�	� 0���	�� -�!�

&�+���� König �	�*	��� *�6��

.� 0/���� '�!�- ��� σ = 2�
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!>� )�����)*��� ��+���� König ��

&�+���� König *�
*�� *�6��

�� %,����� '�'�?�@ ��� '�'�?#@ �������
���� ������ )1	� �&� ��2�� ��� pλ

��� �	 ����/��� �����,� [−0.5, 0.5] × [−0.5, 0.5]� �� ������ ����
���,��� 
��� ���)�
λ = 1.51 ?�	 D���
��	E@ ��� λ = 1.492 ?)�� ���
���� �����/��� 
	����@� ����
���9
,&�� �����	������ �� %,��� '�$-?#@ #)����� ��� ��� λ = 1.51 /�� ����,���
��� ���
����� ����� ������ k ≥ 1 ����� �&� ��2�� z∗i � C�� λ = 1.492� ���
�1��
	���&�	 ���� ������2���� 
A ����� �	� ������� ��������� �� �)��
�� �9
�� �� %,��� '�'�?�@ ���� �� %,��� '�'�?#@ ����
���,�� 
�� �)��
�� �	� ����9
�)���� ��� �� �1&������ ��� 
����� ����� Mandelbrot ��� %,������ '�$-?#@

�� �
&������ ��� 
������ �� %,��� '�'�?�@ ������� ���)���
	 ��� ,&����
[−0.4,−0.2] × [−0.1, 0.1] ��� %,������ '�'�?#@�

?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�'�F ?�@� ?#@ :������ )1	� �&� ��2�� ��� pλ ��� �	� K3� ���� λ = 1.51
��� λ = 1.492� ����
���,&�� ?�@ �� ,&��� [−0.4,−0.2] × [−0.1, 0.1] ��� %,������
?#@ ����),�� ��� ��� ��� ������ )1	� ��� ��������	��� ������

&�+���� König *�*��*�� *�6��

�� %,����� '�'!?�@ ��� '�'!?#@ �������
���� ������ )1	� �&� ��2�� ��� pλ ���
�� ����/��� ,&��� [−1.25,−0.25]× [−0.5, 0.5]� �� ������ ����
���,��� 
�� λ = 3.34
?�	 D���
���E@ ��� λ = 3.33 ?)�� ���
���� �����/��� 
	����@� ����
���,&�� ��
�)��
�� ��� �� %,��� '�'!?�@ ���� �� %,��� '�'!?#@ ����
���,�� 
�� �)��
��
�	� �����)���� ��� �� �1&������ ��� 
����� ����� Mandelbrot ��� %,������
'�$ ?#@ 
�� �
&������ ��� 
������ �� %,��� '�'!?�@ ������� ���)���
	 ���
,&���� [−1,−0.8] × [−0.1, 0.1] ��� %,������ '�'!?#@�

&�+���� König )��)*�� *�6��

�� %,����� '�'$?�@ ��� '�'$?#@ �������
���� ������ )1	� �&� ��2�� ��� pλ ���
�� ����/��� ,&��� [−0.5, 0.5]× [1.5, 2.5]� �� ������ ����
���,��� 
�	� λ = −3.303−
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?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�'!F ?�@� ?#@ :������ )1	� �&� ��2�� ��� pλ ��� �	� K4� ���� λ = 3.34
��� λ = 3.33 ����
���,&�� ?�@ �� ,&��� [−1,−0.8] ×[−0.1, 0.1] ��� %,������ ?#@
����),�� ��� ��� ��� ������ )1	� ��� ��������	��� ������

?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�'$F ?�@� ?#@ :������ )1	� �&� ��2�� ��� pλ ��� �	�K5� ���� λ = −3.303−
1.079 ı ��� λ = −3.303 − 1.0776 ı� ����
���,&�� ?�@ �� ,&��� [−0.122,−0.022]
×[2, 2.1] ��� %,������ ?#@ ����),�� ��� ��� ��� ������ )1	� ��� ��������	���
������

1.079 ı ?�	 D���
���E@ ��� λ = −3.303 − 1.0776 ı ?)�� ���
���� �����/��� 
	����@�
����
���,&�� �� �)��
�� ��� �� %,��� '�'$?�@ ���� �� %,��� '�'$?#@ ����
���,��

�� �)��
�� �	� �����)���� ��� �� �1&������ ��� 
����� ����� Mandelbrot
��� %,������ '�';?�@ 
�� �
&������ ��� 
������ �� %,��� '�'$?�@ �������
���)���
	 ��� ,&���� [−0.122,−0.022] × [2, 2.1] ��� %,������ '�'$?#@�

��� (��������	�� � 1�'�! Laguerre

" �)��/�� Laguerre ����� 	 ��� ���
	 �����	����� �)��/�� ��� �	� ����
	 �&�
��2�� ���&���&� �&� ����&� �� ��2�� ����� ���������)� ��� ��)��
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!>! )�����)*��� ��+���� Laguerre �/�

����� ����
��	 ��� 
	�$���
�� Laguerre

" �)��/�� ��� Laguerre 
,�/��
�	�� ��� �������� �� ���������)� ��2�� ���� ����
���)� ����� /��������)���� /���� �
,��� 
����
	 ��)
&� ��� ���/����� ��,��� �����
" �)��/�� ������ �� ��������� 
�� ����/��� �����/� &� ������&�� �� �����1��
���
	� ��� �	� M�!'N�

A0
�& f �������� 
� ������� ���� T � )
�& ��� �� w ∈ T ����� ��� ��2� �	�
f ��� )
�& f ′(w) �= 0� A0
�& ν )��� ����������� �������� ���� ν �= 0, 1� �����
����,�� ��� �����,� D ��� w �)����� �
��∣∣∣∣ ν

ν − 1
f(z)f ′′(z)
[f ′(z)]2

∣∣∣∣ < 1, z ∈ D.

%������ 	 ������&���� ��2�

r(z) =
{

1− ν

ν − 1
f(z)f ′′(z)
[f ′(z)]2

}1/2

����� �������� 
�	� D ��� /������ �� ���
��� ��� �	� ����� ���� �	�� C�� ����
z ∈ D ���2����

L(z) = z − f(z)
f ′(z)

ν

1 + (ν − 1)r(z)
?'�$�@

��� �
,���2���
�� �� �������

?	3���� !>!>� :�� ��"� ν �= 0, 1! � �������� L ��� ��(���� ��� ��� �1�
$@�>/%! ����� ��� ������������ �������� ����	 ��1�	 ��� ��� ������� ��	 f(z) = 0�

.�����1�� .� M4-N� �
<��2���� �	� ������������ ��"��� Laguerre L(z) &� ?#� M4-N@

L(z) = z − νf(z)
f ′(z) + {(ν − 1)2[f ′(z)]2 − ν(ν − 1)f(z)f ′′(z)}1/2

, ?'�$!@

���� �� ���
�� �	� ��2�� ��������� �� ����,���� �
�� �� /���)��� ������� ��� π/2
��� �� ���
�� �	� (ν − 1)f ′(z)� " 01� ?'�$!@ ������ �� ������ �
�/����&� &�

L(z) = z − ν[f(z)/f ′(z)]
1 + {(ν − 1)2 − ν(ν − 1)[f(z)f ′′(z)/(f ′(z))2]}1/2

. ?'�$$@

�����	����� ��� L(z) = ∞ ���� ��� ����� �� f ′(z) = f ′′(z) = 0� " �����	H	
?'�$$@ ��� ν = 2 �������

L2(z) = z − 2[f(z)/f ′(z)]
1 + {1− 2[f(z)f ′′(z)/(f ′(z))2]}1/2

. ?'�$'@
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��� ����� ��� ���� �������� �� �1������ ��� ������ ��� ��
������ ���
����
����
C�� ����/������ �� ?��� ����� f@ ��
������ �	� ���
)���
	√

1− 2
f(z)f ′′(z)
[f ′(z)]2

≈ 1− f(z)f ′′(z)
[f ′(z)]2


�	� 01� ?'�$'@� ��������� ��� ����

H(z) = z − f(z)/f ′(z)
1− f(z)f ′′(z)/{2[f ′(z)]2} ?'�$*@

� ������ ����� ���
	� ����	� ��1	�� �� /�� ������� �	� �1��&�� �	� ������&�����
��2��� ����� ����� � 
�,�� ���������� ����� ��� Halley� 0����	����� ���9

)���
	 #�
�
�)�	 
A ����� ��� ���� ������� ���
	� ��"���	 Bailey � ��"���	
Lambert� ����� � ����� ������ 
� ��� ���������	 ��
	 �����	������ 
������9

�&�� 	 ������ ��&� ������� ����� �� ���������	 König ��� ���� ����� 
��������)��
	 K3�

�� ���H���� [
1− f(z)f ′′(z)

2[f ′(z)]2

]−1

≈ 1 +
f(z)f ′′(z)
2[f ′(z)]2


��� ���� ��� Halley� ��������� �	� �����	H	

C(z) = z − f(z)
f ′(z)

[
1 +

f(z)f ′′(z)
2[f ′(z)]2

]
.

���� ����� ��� ����	� ��1	 �����	H	� 	 ����� ������ ������� ����	 ��� Chebyshev�
C�� ����

������ �����)����� ��� ��� ��������)��� #� M44N� ����� � ����� ������
���
	� 
� ��� ���������	 ��
	 �����	������ 
������
�&�� 	 ������ ��&� �������
����� �� ���������	 Schröder ��� ���� ����� 
��������)�� 	 S3�

" �����	����� �������� zk+1 = L(zk) 
������� D�������E ���� ��� ��2��
z∗i , i = 1, 2, . . . , n = deg(f) �	� f(z) = 0� ����� O(|zk − z∗i |2) �1A ������ �	�

r(z) = 1− ν

2(ν − 1)
f(z)f ′′(z)
[f ′(z)]2

+O((z − w)2).

" �����	����� 
�����	
	 Laguerre /�� ���
�)��� ������������ ������ ���9
�)��	�� )����� �	� ����	� ��1�&� Schröder� 	 ����� ������2���� ��� ��� ������
��� �������� ���H	� ���� ������ 	 �����
�� �	� ������&����� ��2�� �������� ��
),�� �� ������	�� ����)�
��� /	� �� 	 f ����� )�� ���������� ��������� 	 �9
����	H	 �������&� ������������ 
�� ����/��� �����/�� �� /� #������ ���������)�
��2��� A�&
��� �� 	 f ����� )�� ���������� �������� #����� n ≥ 2� 	 ����9
�� ν = n ���
�)��� �1��
	���&�� ��&������ ��� ����),�
��� ��� ��� ���������)�
��2��� ��&� ��
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!>! )�����)*��� ��+���� Laguerre �/�

?	3���� !>!>� �������� f ��� ���� ���� *�"��� n ��� L � ������������
�������� Laguerre ��� �������(���� �� ν = n� #���! ��� ��"� �������� ��"��
z! ������ ��� �(� w ��	 f ������!  ��� |w − z| ≤ √n |L(z) − z|�

.�����1�� .� M 4N� �

����� �������
��	 ��� 
	�$���
�� Laguerre

6��)�� ��� �� �����)
���� �&� 01� ?'�$!@ � 01� ?'�$$@ /�� ����� ����� ��
�������	���� 0���)�&� ���2���� ���� 
���� F (z) = f ′(z)/f(z)� G(z) = [F (z)]2 −
f ′′(z)/f(z) ���

λ(z) =
F (z) + δ(z)

√
ν − 1

ν
,

���� δ(z) = ±
√
νG(z) − [F (z)]2 ��� �� �� ���
	�� ������)�� �� ����
�������

�	� |λ|� A0�
�� 	 01� ?'�$!@ ������� ?#� ���
	� M 4N@

L(z) = z − 1
λ(z)

,

���� �� ���
	�� ��)��� �� 	����� �
�� �� ����)��� �	 ��������	 �����	 ����
��� ��������
��� " 
����
	 ����� ��#��� ���� ��� ��� ��2� ��� �������� ����
��� ������

8���)����� ��� 	 f ����� )�� �������� #����� n ≥ 2� ������������ ��
/����� ��/	 
����������� �	� �����	������ ��������� Lk(z)�

����������� �� 
��#��
�� ����� ��� �/������ 	 
�����	 L′(z) = 0 ������
���

[λ(z)]2 + λ′(z) = 0,

	 ����� /����

3(ν − 1)(ν − 2)2[f ′(z)]2[f ′′(z)]2 − 4(ν − 1)2(ν − 2)[f ′(z)]3f ′′′(z)
− 4ν(ν − 2)2f(z)[f ′′(z)]3 + 6ν(ν − 1)(ν − 2)f(z)f ′(z)f ′′(z)f ′′′(z) ?'�$5@

− ν2(ν − 1)[f(z)]2[f ′′′(z)]2 = 0.

" ������	 �����
	 ������� )��� ����� �������
�� ��� �	 ��)�	 �	� 
����9
�	
	� Laguerre ��
� 
� ������������� �
� ��� 
� /��������� ,������

���*��� !>!>� ) �������� Laguerre �������� ���������� ��� ����������
�������������� Möbius�

.�����1�� .� M�!'N� �
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����� � %�#���� Laguerre 
� ����%������'�  -��	�

���� �
���2���� 
�	� �����	����� �)��/� Laguerre� 	 ����� 
,���2���� �� �	
/������#����� �����)���� ?$��@ ��� �� �	� ��������������� �����)���� ��#���� ��9
�&���&� ?$�!@� 8���,��� �����,)� ��� ������������ ,����� ���� ���
�����
�����/���� ����� 
������,��� �� �� ���
���� 
������ 
	���� ��� ����
���,���

��� ��2�� �&� pc � pλB C�� �� ������H���� �	� ����1	 ���
����� ���&�� �� �9
����� 
����������� �� �	� ���2��	
	 ���� Laguerre �&� z∗i � �1���2���� �	� ����1	
������&� ���
��&� 
	���&� �&� 
������
�&� L�

��� �	� 01� ?'�$5@ ��� �)������ ν = deg(pc) = 2� �� ������� ���
��� 
	����
�	� 
�����	
	� L ��� 
,���2����� �� �� pc ������� �� ����,���� ��� �	�

[pc(z)]2[p′′′c (z)]2 = 0,

	 ����� �
,��� ��� ���� z ∈ C�
�� ������� ���
��� 
	���� �	� 
�����	
	� L ��� 
,���2���� �� �	� pλ� ��&

�	� 01� ?'�$5@� ������� �� �1�,���� ��� �	�

6(n − 3)2(n− 4)z6 − 6(n − 3)2(n+ 2)(λ − 1)z4 + 12n(n − 3)(2n − 5)λz3

+ 6n(n − 1)(n − 3)(λ − 1)2z2 − 12n(n− 1)(n − 3)λ(λ− 1)z
− 2(n − 1)2(n− 2)(λ − 1)3 − 3n2(n− 1)λ2 = 0.

G)������ n = deg(pλ) = 3 
�	� �������& �1�
&
	 
������������ ��� ��� 
A �����
�	� ������&
	 /�� ����,��� ������� ���
��� 
	�����

%������� 	 �)��/�� Laguerre ),�� �����	 
����
	 
�� ����/��� �����/� ���
�� �� ����/��� ������&���� ��� ��#��� ���������

����� &'���� Julia ���( �)��%�*"%���� 
�� ���	-�	%� fn(z) =
zn − 1( 
	�$���
�� Laguerre ��� �� ���$��� ��,�� ���
n+�
�-� ��*-� ��� %��$���

�� �	 #������ 
,�/�&� ��� ��� ������
�� �1���2���� �� 
���� Julia �	� ����/��
Laguerre ������2����	 
�	� �����)���� �&� 
������
�&� fn(z) = zn−1 ��� ����
n = 2, 3, . . .� ����� ��� ��� ������ )1	� �&� ��2�� �	� �����)����� ������

�� %,����� '�''I'�'* ������
�	��� ��#������� )�� ������&�� &� �)���
�&� ��,���� ��� ����� ��� ,�	
����������� �	� 6���
���� $ �	� 0���	��� -�!�
�� %,����� '�'5I'�'- ���)��H�� ,�	
����������� �	� 6���
���� ! �	� 0���	���
-�!� ��������
������ �	� fn 
��� ����
,	����
�� Laguerre ?'�$$@ �)������ ν =
deg(fn) = n ���������

L(z) = z
z−n/2 + (n− 1)
zn/2 + (n− 1)

.
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" 
�����	 
������� 
	����� L(z) = z ������ ��� (i) fn(z) = zn − 1 = 0� �
(ii) z = 0, ��� ���� n = 3, 4 . . .� A0�
�� �� z = 0 ����� )�� ��������	�� ��&
����
���
���� �����/��� 
	���� �����/�� 2� /���� L(0) =∞ ��� L(∞) = 0� <� ������
)1	� ��� n = 2, 3, 4, 5, 6 ��� 7 �����
��2����� 
�� %,����� '�''?�@� ?#@� ?�@�
'�'*?�@� ?#@� ?�@ ����
���,&�� ���� �� ����� 	������� ?� �����@ ���/	����� �	
�)
	 �&� ����
���,&� ��2��� �� %,����� '�'5 ��� '�'- /��,���� �� ����
���,�

?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�''F :������ )1	� �&� ��2�� ��� fn(z) = zn − 1 
�� ����/��� ,&���
[−1, 1] × [−1, 1] ,�	
����������� �	 
�����	
	 LaguerreB ?�@ n = 2� ?#@ n = 3�
?�@ n = 4�

?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�'*F :������ )1	� �&� ��2�� ��� fn(z) = zn − 1 
�� ����/��� ,&���
[−1, 1] × [−1, 1] ,�	
����������� �	 
�����	
	 LaguerreB ?�@ n = 5� ?#@ n = 6�
?�@ n = 7�


���� Julia J(L(fn)) ��� n = 2, 3, 4, 5, 6 ��� 7� �����	����� ��� ��� n = 2, 3
��� 4 	 
����
	 �	� ����/�� ����� �����	� ��� ��� n > 4 ����,�� /������,� �&�
���
&� ������ )1	� �&� ��2�� ����� 
� ��� ����� �����,� ���& ��� �� �	/)��
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?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�'5F %���� Julia �	�� ������2����	� ��� �&� fn(z) = zn− 1� 
�����	
	�
Laguerre 
�� ����/��� ,&��� [−1, 1] × [−1, 1]B ?�@ n = 2� ?#@ n = 3� ?�@ n = 4�

?�@ ?#@ ?�@

%,��� '�'-F %���� Julia �	�� ������2����	� ��� �&� fn(z) = zn− 1� 
�����	
	�
Laguerre 
�� ����/��� ,&��� [−1, 1] × [−1, 1]B ?�@ n = 5� ?#@ n = 6� ?�@ n = 7�

��# ������
����

%� ��������� ��
	� ���#����� ����,�� ������ �� �&� ����)�&� ���
	 �	� �9
�����	��� ��2�� �	� �1�
&
	� ��� �� �1�
���
��� 	 
����
	 �&� ������H�&��
A<��� 	 �� �&� ����)�&� ���
	 ����� ��&,�� ����� ��&
�� ��� 
����&� 
���
�����
	 ,��
	 ���� ����/��� 	 ����� 
������� ���1�����&� ��,���� ����� ?��&� 	 ����9
/�� Laguerre@ )&� ���� ������,��� ��� ��� ���
)���
	 ��� ���� �����	/���� 
�
��� ��� ��,���� 
����
�&� �)��/�� ��&� �� �)��/�� Schröder ��� König� " �)��9
/�� Newton–Raphson /������� �� ����� ���� ������� �� ������
���� �����

������ 
��������
	��

" ������
	 ���
���&� 
������� 
	���&�� ��&� �������� 
�� %,����� '�!I
'�- ��� 
�� %,����� '�$$I'�$5� ����� )�� �����)� ����/����� �	� ���
�,�� ���
���������� ���� �	� ������ ��,���� ����� 
� ���)� ���� �H	�� ��1	�� �����	9
����)� ���������� �� ������ �/	���� ���� ������ 
� D����������E ������ )1	��
%,����� ��&� �� '�'!?�@ ��� '�'$?�@ ����������� �	� �1��
	���&�	 
,�/�� ��9
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��������	�� ��� ��������	�� ��� ������� �������
������� 
����� Julia� "
��1	
	 �	� ��1	� �&� 
������
�&� König /�� ����)��� ������ /���������� ������

��� ������ )1	�� /����� ��&� ���/��1���� �� ���
���� 
������ 
	���� �	� ����9
/�� ����� ��&
����� ����� ������� 
�� 
���� Julia �	� 
�����	
	�� %������� ��

	���� ����� ��������� /������ ���& 
��� ,�����)� �����,)� ��� ���������� ���
�� 
���� Julia ��� /�� /������������ ��� ������ )1	� �&� ��2��� " 
�����	
	
Laguerre ),�� ���
�� �����)
���� 
� �������� �),�� �������� #������ ��� ���
������)��� #����� �������� ),�� ��� ��� �����)
���� ���� �� �����
��9
�� �	� ������ 
����
�� �	�� /���� �����
��2�� �������
������ 
���� 
� ���
����� �����,� ���& ��� �� �	/)�� 	 ����� �������� ����� ��1������ 	 ��1	 ���
���&������

" ����/����� ��� 0/����� '�!�! 
��,���� 
�� ��������)�� ������
�� �&�
��&� �&� �����	������ 
������
�&� Schröder� ��&� ��� 
�	� ��1	
	 �	� ����9
��
����� ���/�
	� ����� �&� 
������
�&� ��� 
,���2����� �� �	� ���������������
�����)���� �&� ��#���� ���&���&�B � 
����� ����� ������,�	�� �������
����9
2����� ��� Sσ� " ������
���� ���� ��,���� ������2���� ���������� ��� �,� ����
��� ��� 
������
��� Schröder � ���� ��� �	� ��������������� �����)���� �&� ��9
#���� ���&���&�� C�� ����/������ ��� �����&� ��������	�)�	 ��/�,� �����
�	� ��,����� ,�	
��������	�� ��� �� ����
�� ��� �����	����)� 
������
�� König
��� ��� 
��������)�	 ��������������� �����)���� �������#����&� ���&���&��

��� �� 
,����� �&� ��������&� '�!�5 ��� '�$�* �����	����� ���� ��� �� �/��
��������� �� ����� ����� ������ �� �����#�� �	 �	� /����
� �����,� ����� ��9
1������ �� σ� <� ������)� ����
��
��� ����������� ��&� ��� ���	����)�&�� ���
����� 	 ��1	 �&� 
������
�&� Schröder � ����	 ��� �	� König ��1������� ��
����� �&� ��,���� 
	���&� ��� ������ ������ �� ���)1�� ���������� ����)������
?�� /�
����@ �	 
����
	 �&� ��,���� ����� ���� �	� ������	�� ��2�� 8���,���
�����,)� 
��� ����������� ,���� ���� �� ���
��� 
	���� �&� Sσ � Kσ )������

� 
	���� � ������� �� ������ /�� ����
���,��� 
� ��2�� �&� ���&���&�� ���)�
�� �����,)� ������2��� �	 ��������� ��� �� ,�����	��
���� 
���&� ����� Man-
delbrot� ���� ���	����� �������� �&� ���� ,�	
���������� ��� �����	�����
�)��/� 	 ���
������ ����&
	� ��� 
�������� /	� ��1	
	 �	� ��1	� σ� ������
������ �����,�� 
����
	��



�
�

�
�

�
�

�
�

�/= )�����)*���� ��+����



�
�

�
�

�
�

�
�

�������� 

"��#��	��	�����
���	������� �	�  	���$��

" 0����/��� C�&������ ��� � ������
����� :���
��� ��� /�/�1�� �� #)�����
�� ����������� ��� ��
���� ��� ��
��� &� �������� ������� ����#�)� ��� ���
��)� �������� ��������� ����� ��� ������ 
�)H	� ����,��� ������� 
�	�
���	������ ��� 2&�F � 
,�/��
��� ��	��&�� /���&�� �������� 
�
����� ����

<� 
���,���/��� 
������
���� ��&� �� ����&��������)� ��� �� �	�)�� ),��� ���
��2�� ���� 
�	� 0����/��� C�&������ ��� �������� �	 #�
	 �&� ����/�
�����
����/&� ��� ����
	 ������������ /�/��)�&�� ���� &� ������� ������ �� ��&9
�	��� ��� ��� �����	���� �������� 
� )��� "38 )&� ��� ��� ������	 ��
���
�)��	
	� �� ����� ���� �����
�� ����� ���� �� �� ������)� ����
��
��� ���� ��9
��������� ������� ����2��� ������� �� ������� �����)�� 0�� �)��� 	 /��
��
	
�&� �������� ���� ����
��
�&� ����� ����� �
	 �� �	 ����/�� < ����� ���� �����
����� ��� � ������ ������
��� ���� ���� ����� ������� ���� ������ �� ��������9
���	��� �� ����� ������
���� 
� 
������� 
,������ ,������ /��
�	��� A���� ��

�
������ �������� 
,�/��
	� ��� #�
�2����� 
�	� ����/�
���� ��&������� ���9
���� �� /	�������
��� ������� ��� ),��� ��&� )�� ����� ,�����	��
����F A0,���
����
����
��� ��� �� ��������� ,)���

�� 
��#����� ��&� �� �� ����������� ��� /�� ),��� ����
����
��� ��� �����9
���� ,)��� ��&� #����� 
������ � ��� �������� �������� ��&� �����������)� �
)�� �����B ���)� �� ������� �������� )�� �������� 
�
�	��� �� ����� /�� ���9
��� �� ���������� ��������	���� ,�	
����������� 
�
������ �������� 
,�/��
	�
#�
�2����� 
�	� 0����/��� C�&�������

��� �
	 
�� ���#	�� ���� /������ �� �	 ,��
	 �������
������� 
������9

�&� �����#���� < ������
��� ���� �������
������� 
�����	
	� �����#���
������ �� ��� /�
�� )��� ���� �� ��� ����� �������� ������� �� ������
���� �	�
���� �	� 
�����	
	� 
� )�� 
	����� A0,��� ����� �� ����)��	��� ����/� 	 ���9



�
�

�
�

�
�

�
�

��/ &��-�������*���� �����*��	�� ��� )��	�.���

����
������ ���� /��
��
	 ����� /�����	 �	� ����/��� ��� �)
& ����� ��������
�� ������
����� ��� ��� �� ������
����� �	 ������� ����
��
	 
������
�&� ���
/�� �������� �� #�
�2������ 
�	� 0����/��� C�&������ ��,���)��

<� �������
�����)� 
������
��� �����#��� �������� ��� )��� �)� �����
���
������� ������������ /�/��)�&�� " �)��/�� �,� �&� 0�,�
�&� �������9
�&� /� �� ������2� 
� /��
����� ����������� /�/��)��� ��&� ���� �� ���)�������
��� ����/������ ��� �	� ����
	 ��� 	���������	����� ��/��� 
� )�� 
	���� ���
���������� ��������� ��� ��� �����
��� ���� 
��
�������� � ��� ��� �����
���
�&� /������ ��� ,�	����
�	����� " ����
	 �)����� ��/��� 
������
�&� �������
�� /������ ������ �� 
���� ���� �� 
	���� ,�	
����������� �������#�������

�
������ 
������
�&� ��� 
�������� ��������
����

#�� (��������������� ������� ���������

" �)��/�� �&� �������#����)�&� 
�
�	���&� 
������
�&�� ��
�,���
� ��� ���
Hutchinson 
�	� M *N ��� ����
���
� /	������ ��� ���� Barnsley M�5N ��� Demko
M'5N� ����� )��� 
,������ ������ ������ ��� �	� �����&�� �������
�������

���&��

A0
�& X,Y ⊂ Rn� ��� 
�����	
	 f :X → Y �����2���� �������� Hölder
��"��� a� ��

|f(x)− f(y)| ≤ c |x− y|a
��� ���� x, y ∈ X� a ≥ 0 ��� ��� ������ 
������ c� ��������� c ≥ 0� "

�����	
	 f �����2���� �������� Lipschitz� �� �� a ������ �� 	���� �
� �� �� 1�
��� 
�����	
	 Lipschitz �����2���� ������� �� �������� ��������������	 c� ��
c < 1� A0�� ��������*������� ������� ���������� � �44� ,���� 
��������� �����
��� 
���� ���� ������ �������� ,���� (X, ρ) ��2� �� )�� ������
�)�� 
����

���,�� ��������
�&� wn:X → X� n = 1, 2, . . . , N � ���� ρ ����� 	 
�����	
	
���
��
	� ����1� �&� 
���,��&� ��� X� 0���� 
����&� #���� �� �������� )��
0%% ������� &� {X;w1, w2, . . . , wN} �� ���&� ��� 
������� &� {X;w1−N}�
%������ ,>�>� ����� (X, ρ) ���	 ������	 � �	� -� H(X) ���*���(���� ���
� � ��� ������ ������ ����� �� �������! ���,������ ��� �����! ��������� ���
X! ������

H(X) = {∅ �= A ⊂ X : A �������	}.
0����� � H(X) ����)����� &� � D,���� �&� �������
������� 
�� XE ?��

	����
�� ��� /�� ����� �� �� �)	 ��� X �������
������@�

%������ ,>�>� ����� (X, ρ) ���	 ������	 � �	� ) ������� Hausdorff ����1�
��� ������� A ��� B ��� H(X) ��(���� ��� ���

h(A,B) = max{max
x∈A

d(x,B),max
x∈B

d(x,A)},
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,>� )������.����	�� ���*���*� �����*��	�� ���

���� d(x,B) = min{ρ(x, b) : b ∈ B}�
%������� � H(X)� ���/��
�)��� �� �	� ���
��
	 Hausdorff� ������� �������� ,�9
����

0�
������ �	�� 
,���2����	 �� 
����� ��������
	 W :H(X)→H(X)� 	 �����
/������ ��� ��� ����

W (E) =
N⋃

n=1

wn(E) ��� ���� E ∈ H(X). ?*��@

" ��������
	 W �����2���� ���������� �������������6�	� ���� ��������	
	 ���
��������� ��� 	 W (E) ),�� 
,	����
��� &� )�&
	 � �	�������H	 
���&��

�� � X ����� 
������� �������� ,����� ���� � ,���� H(X) ����� 
��������
����� �� 0%% {X;w1−N} ���/),���� ����,�
��� )�� 
������ 
	���� A ∈ H(X)
?#� M��-N� ���#	�� *���!*� 
J� 5-@�

�� �� wn ����� 
�
��)� �� ����
���,��� ���������� 
�
�������	��� sn ���
���� n = 1, 2, . . . , N � �� 0%% �����2���� ���*����� ��� 	 ��������
	 W ����� 
�9

��� �� ��������� 
�
�������	��� s = max{s1, s2, . . . , sN} ?��#� M�*N� G���	��
-��� 
J� 4�@� %������� � �������	 ���	 ���*������ �44 ������ 
���&�� ��� ��
��� <��
�� !�!�!� �� ����/��� 
���� A ��� �� ����� �
,��� limk→∞W k(E0) = A
��� ���� 
���� �����	
	� E0� < ���� ���
��� ���),�	��� �
�� �� ���/��1��
�	� �������	
	 ��� E0 ���� �� A ���& ��� /��/�,��)� �������)� �	� W � �� A
����� ���
	� �� ����/��� 
���� 
�� H(X)� �� ����� /�� ����#����� ��� �	� W B
)�
� W (A) = A ��� ��� ����� �	� 
	������� ���H	 
�,�� ������� �� ����������
������ ��� 0%%� �� �������& 
���H�2����� 
�� �������

?	3���� ,>�>� ����� {X;w1−N} ��� ���*����� �44 �� �������� ������'
��������	 s� #��� � ��������������	 W :H(X)→H(X) ��

W (B) =
N⋃

n=1

wn(B)

��� ��"� B ∈ H(X)! ����� ��� ���������� �������	 ��� ��� �����	 ������� � ��
(H(X), h(ρ)) �� �������� ��������������	 s� #� �������� ���"�� ������ ��	!
A ∈ H(X)! ���������� ���

A = W (A) =
N⋃

n=1

wn(A)

��� ������� ��� ���
A = lim

n→∞W n(B)

��� ��"� B ∈ H(X)�
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��� &��-�������*���� �����*��	�� ��� )��	�.���

%������ ,>�>� #� �������� ���"�� ������ A ∈ H(X) ��� �����,��� ���
=� ��� ?�/�/ �����(���� � ���
��� ��� �44�

A0��� ����
,	����
��� w ����� �������	� �� ������ �� �������
����� ��� ���
����� A ��� ��� ��������
	 t &� w(x) = Ax + t� ��,� �� X = R2�

w

[
x
y

]
=
[
a b
c s

] [
x
y

]
+
[
d
e

]
, ?*�!@

��� �� X = R3

w

⎡⎣ x
y
z

⎤⎦ =

⎡⎣ a b c
d e g
h k s

⎤⎦⎡⎣ x
y
z

⎤⎦+

⎡⎣ l
m
r

⎤⎦ . ?*�$@

< � ����	 ��� w ����� 	 �1�/� (a, b, c, s, d, e) � 	 /&/���/� (a, b, c, d, e, g, h, k, s, l,m, r)
��� � � ����	 ���	 �44 ����� ��� ����� �	� ������ �� �����)� ����� �� ��/���� �&�
w1, w2, . . . , wN � �����)������ ��� ��/���������� ������
�	 
��� M�*N ��� M ;N ���
����

������ �	�������� ��� �&� 0%%� ����� ��� 
��� M$�N� M-$N� M- N� M4*N� M�;'N
��� M�5!N ��� ���,&�	�)��� �������)� �����

#�� 0����������	� ! �������	! ���������!

" �����#�� #��
����� 
�	� ���/�� �	� ��

���� �����	����� ����
	�� %,�/��
��� �� ��

��)� �)��/�� �	� �����	����� ��������
	�� ��� �����	����� ������&9
��
��� ��� �	� �����	����� �����&
	� 
����&� /��������� �1�
�
�&� �������9
��� ��A ������� ��� ������ �����#����

0���/� ����� ��/��������
�� ��/���� ��� ������
���)� �������)�� /� �� /�9

���� )���
	 
� ����/�
���)� ����/��� �����#���� 0
���2���� �	� ���
�,�
��� 
� ��� ��/��� ���	����� 
���,�� 
������
�&� 
�,�� ������������ &� ��'
,�����������	 ���������	� ���� �� /���������� ���� ),��� 
����&� �	 ��)����
/��
��
	� ���)� �� 
������
��� ����� /������ �� ,�	
������	���� ��� �����#��
���� ���A ����� �	� )������ ����� ������� ���� ��� splines ��� ��� ���&�����)�
�����#�)��

.�
�2������ 
A )�� ����	�� ��� Hutchinson ?M *N� 
J� -$;@ ��� ,�	
��������9
��� �	 ��&��� �&� 0%%� � Barnsley� ��
����� ��� ���	����� 
������
�&� 
�	�
M�'N ��� ������ ������
� ��,�����������	 ���������	 ����*���	 � -4
 ,����

��������� 0���
�	�� ����&� �� 
�������� �%�� �� ������ ������,������� ,�	9

����������� 
�������� ����
,	����
����� ��� ������� ����
,	����
��� ��A ����

�������� 
�2	������� 
��� M4;N ��� M4$N� �� /�� ����,�� 
A ���)� ������ )�/��1	
��� ������� �� ,�	
������	���� ��� �����#��� �� ����� 
	���� �&� 
�������
�%� ��� �&� 
���,��&/�� 
������
�&� ����� � ��&�������� ���� ,��������� ���
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,>� &��-�������*���� �����*��	�� )��	�.���� ���

� ����#�� ������
��� ����� " ��������	 /������ ���� ����� � �������
����9
��� ,��������� �&� ����&�� �� /���������� ����� �&� 
������
�&� ������� ��
,�	
������	����� �
�� �� ���
����
���� �� 
�
������ ���� �������� ��&� �� ��9
�����)� �&� ���
������ �� �����)� �&� ����� ��� �� ���2����� ���& ��� �� /�
	�
���
����� �������)� ����� �	� ��&���� ������#����� �� 
,�/��
�� /��������
���������� ��&� 
�	� M��$N� 
,�/��
�� 
	���&� ������� ��&� 
�	� M�*'N ���

�����
	 
������� �����&�� ��&� 
�	� M$N�

A0
�& ��� 	 
���,�� 
�����	
	 f ����� &��
�)�	 
�� ���
�� /��
�	�� �&�
����������� ������� I = [x0, xN ] ��� �� ��/�� ����� )��� ���	 ������� ,�9
�� (Y, ρY )� ���� x0, x1, . . . , xN ����� N + 1 /��������)�� 
	���� ��� x0 < x1 <
· · · < xN � �� 
	���� ���� /�� ��&������� �
��),����� " 
�����	
	 f ���9
��2���� �������� ����*���	 ����
���,��
� 
�� ����������� ������ ���������
{(xi, yi) ∈ I × Y : i = 0, 1, . . . , N}� ��� f(xi) = yi ��� ���� i = 0, 1, . . . , N � G�
��������� ,���� 
��������� f(xi) = fi ��� ���� i = 0, 1, . . . , N. �� 
	���� (xi, fi)
�����2����� ������ ����*���	� :)�� ��� 	 
�����	
	 f ����*����� �� /�/��)��
��� ��� 	 ������� ����
��
� �	� f /�)�,���� /�� �)
�� �&� 
	���&� �����#����

%A ����� �	� ��������� �
���2���� �	� ���
�,� ��� 
�	� ����1	� �	� ��9
��
���� ��� ��� �/���	��� �)���&� 
������
�&� �&� ����&� 	 ������� ����
��
	
G = {(x, f(x)) : x ∈ I} ����� ���
��� �����&� 0%%� %A ���	�� �� ������� ��
����
����� 
��� ���	 ������� ,��� K = I × Y &� ���� �	� �����/��� �������
� &� ���� �	� �
�/����	 �� �����

ρ((x1, y1), (x2, y2)) = max{|x1 − x2|, ρY (y1, y2)} ?*�'@

��� ���� (x1, y1), (x2, y2) ∈ K� %�	 
��),���� ,�	
����������� �	 ����/�����
�&� M�'N� M�*N� M� N ��� M��!N� ����
����2���� �� )��� ��� ������� ����� �������9

�����)� 
������
��� ����)� �� �����#���� �� ����������)� ��������)�� 
����
/�/��)�&��

G)����� In = [xn−1, xn] ��� )
�& ��� �� Ln: I → In� ��� n = 1, 2, . . . , N � �����

�
������ ����������
��� �)������ �
��

Ln(x0) = xn−1, Ln(xN ) = xn, ?*�*@

|Ln(b1)− Ln(b2)| ≤ l |b1 − b2| ?*�5@

��� ���� b1, b2 ∈ I ��� ��� ������ l ∈ [0, 1)� ��������� �� 
���� {x0, x1, . . . , xN}
������� )��� /������
�� ��� 
�������� /��
������� I� %	����
�� ���
	� ��� ��
{I;L1−N} ����� )�� ����#���� 0%% ��� ������ � ����/���� ���
��� �����

I =
N⋃

n=1

Ln(I) =
N⋃

n=1

In,



�
�

�
�

�
�

�
�

��! &��-�������*���� �����*��	�� ��� )��	�.���

����
I◦n ∩ I◦m = ∅, �� n �= m ��� ���� n,m = 1, 2, . . . , N. ?*�-@

�� �� ����� �� Ln ����������� �	 ���"��� ��� �������� ������� ��� ����
n = 1, 2, . . . , N ��� ���
	�

In ∩ In+1 = xn ��� ���� n = 1, 2, . . . , N − 1. ?*�4@

0�� �)��� )
�&
�� 
���,��� ��������
���Mn:K → Y ��� ���� n = 1, 2, . . . , N
�)������ �
��

Mn(x0, f0) = fn−1, Mn(xN , fN ) = fn, ?*� @

ρY (Mn(x, b1),Mn(x, b2)) ≤ s ρY (b1, b2) ?*��;@

��� ���� x ∈ I� b1, b2 ∈ Y ��� ��� ������ s ∈ [0, 1)� " %�����	 ?*��;@ 
	������ ���
�� Mn ����� 
�
��)� &� ���� �	 /�����	 ����#	�� ��� ���� n = 1, 2, . . . , N �

���� ���2���� ��� 
������
��� wn:K → K ��

wn(x, y) = (Ln(x),Mn(x, y)) ?*���@

��� ���� (x, y) ∈ K ��� n = 1, 2, . . . , N �
�� Y = [a, b] ��� ������ −∞ < a < b < ∞� 
�	� M�'N ���/��������� ��

�������

?	3���� ,>�>� #� �	 ��� ���"�� �44 {K;w1−N} ���� ���� �������� ��'
����� G ∈ H(K)� & G ����� � ��,��� �������� ���	 �������	 ��������	
f : I → Y ! � ����� ���������� ���

f(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , N.

%������ ,>�>� ) �������� f ��	 �����	 � ��,��� �������� ����� � �������	
���	 �44 ���	 �����,��� ��� =� ��� ?�9�/! �����(���� �������
������ 
�9
����	
	 �����#��� � �%� ���� ��������	�

�����	��
�� ��� �� 0%% {K;w1−N} ������ �� �	� ����� ����#����� C�� ��
����
����
���� )�� ����#���� 0%% ��� ������ � ���
��� ����� 	 ������� ����9

��
	 ���� 
�����	
	�� ��&����� �	 ������ ������&
	� ���� Y ����� )��� ���	�
�������� ,���� ��� ��� �� ��������
��� Mn� n = 1, 2, . . . , N �,� ���� �����������
�	 %�����	 ?*��;@� �� ��� �	�

ρY (Mn(b1, y),Mn(b2, y)) ≤ c |b1 − b2| ?*��!@

��� ���� y ∈ Y � b1, b2 ∈ I� n = 1, 2, . . . , N ��� ��� ������ c > 0� ���� 	 
�����	

	������ ��� �� Mn ����� ���������&� Lipschitz &� ���� �	� ����	 ����#	�� ���
���� n = 1, 2, . . . , N �

���� 	 �	���	�� �1������� ��� �	� ������ �	� ��������� �� ���/��1����
����� �� �������
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,>� &��-�������*���� �����*��	�� )��	�.���� ��,

?	3���� ,>�>� 5����� ���! ��������� �� ��� ����������! ������ ρφ ��� K
������!  ��� �� �44 {K;w1−N} ����� ���*����� �	 ��	 �� ρφ�

.�����1�� <��2���� ��� ������� ρφ 
�� K �� ����

ρφ((x1, y1), (x2, y2)) = |x1 − x2|+ φρY (y1, y2),

��� ���� (x1, y1), (x2, y2) ∈ K� ���� φ ����� )��� ������� ����������� ������� �
������ �� ������
��� �������&� 0���� ������)� ��� 	 ρφ ����� �������� ������� ���
��� ����� �
�/����	 ���� �	� �����/��� ������� 
�� K�

C�� �� /��1���� �	� ����#�����	��� 
	����
�� ��� ��� ���� (x1, y1), (x2, y2) ∈
K ��� n = 1, 2, . . . , N ),�� ������

ρφ(wn(x1, y1), wn(x2, y2)) = ρφ((Ln(x1),Mn(x1, y1)), (Ln(x2),Mn(x2, y2)))
= |Ln(x1)− Ln(x2)|+ φρY (Mn(x1, y1),Mn(x2, y2))
≤ l |x1 − x2|+ φρY (Mn(x1, y1),Mn(x2, y1))
+ φρY (Mn(x2, y1),Mn(x2, y2))
≤ l |x1 − x2|+ φ c |x1 − x2|+ φ s ρY (y1, y2)
= (l + φc) |x1 − x2|+ φ s ρY (y1, y2)
≤ q ρφ((x1, y1), (x2, y2)),

���� q = max{l + φc, s}� 0�� ���)1���� φ = (1 − l)/(2c) ���� q < 1 ��� ����

���	����� �	� ���/��1	� �

�� ��� 	 ���/��1	 ��� �������� ��&������� ����� ����� �A ����� ��� ����),����

�	� M� N� �� ���/��������� �/� �� ���� �����)���� ��� ����� �	���	����

?	3���� ,>�>� #� �	 ��� ���"�� ���*����� �44 {K;w1−N} ���� ���� ����'
���� ������� G ∈ H(K)� ��� �����! � G ����� � ��,��� �������� ���	 �������	
��������	 f : I → Y ! � ����� ���������� ���

f(xi) = yi ��� ��"� i = 0, 1, . . . , N.

.�����1�� A0
�& ��� F 
��#��2�� �� 
���� �&� 
���,�� 
������
�&� f : I → Y
��� ����� �)����� �
�� f(x0) = y0 ��� f(xN ) = yN � <��2���� ��� ������� ρ 
�� F
��

ρ(f, g) = max{ρY (f(x), g(x)) : x ∈ I}
��� ���� f, g ∈ F � ���� � (F , ρ) ����� )��� ���
��� ���,&��� ��� C(I) ��� )�
�
����� )��� ���	� �������� ,�����

A0
�& ��� f ∈ F � <��2���� ��� ��������
	 Φ:F → F �� ����

(Φf)(x) = Mn(L−1
n (x), f(L−1

n (x)))
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��0 &��-�������*���� �����*��	�� ��� )��	�.���

��� ���� x ∈ In ��� n = 1, 2, . . . , N �
0��	������� ��� 	 Φ ����� ���� &��
�)�	 ��� ��� �������� ��������2�� ��

F 
��� ����� ���� %���&�� �� ��� 01�
�
��� ?*�-@ ��� ?*�4@ 	 Φ(f) ����� ����
&��
�)�	 
�� I \ {x0, x1, . . . , xN}� ����)��� �� /��1���� ��� 	 Φ(f) ����� ����
&��
�)�	 
� ���A )�� ��� �� 
	���� xi� i = 0, 1, . . . , N � �����	��
�� ����� ����
��& �&� %���	��� ?*�*@ ��� ?*� @�

lim
x→xn
x∈In

(Φf)(x) = Mn(L−1
n (xn), f(L−1

n (xn))) = Mn(xN , f(xN )) = Mn(xN , fN )

= Mn+1(x0, f0) = Mn+1(x0, f(x0))
= Mn+1(L−1

n+1(xn), f(L−1
n+1(xn))) = lim

x→xn
x∈In+1

(Φf)(x),

��� ���� n = 1, 2, . . . , N − 1� �� ����� /��,��� ��� 	 Φ(f) ����� ���� &��
�)�	 ���

���,�� 
� ���A )�� ��� �� 
	���� xi� i = 0, 1, . . . , N �

0�� �)��� 	 
�����	
	 Φ(f) ���������� ��� 
������� ��� ������ 
	����� ����/�

(Φf)(x0) = M1(L−1
1 (x0), f(L−1

1 (x0))) = M1(x0, f(x0)) = y0

���
(Φf)(xN ) = MN (L−1

N (xN ), f(L−1
N (xN ))) = MN (xN , f(xN )) = yN .

" Ln ����� 
���,�� �� 
���,� ����
������ 	 f ��&���	�� 
���,�� ��� 	 Mn �����

������� ?
���,��@� ����� 	 Φ ����� 
���,�� 
� ���A )�� ��� �� 
������ 
����
In� A���� ��������� 	 Φf ∈ F �

���� /��,����� ��� 	 Φ ����� ��� ��������
	 
�
���� 
��� ������� ,��� (F , ρ)�
A0
�& ��� f, g ∈ F ��� x ∈ In ��� ���� n = 1, 2, . . . , N � ����

ρY (Φf(x),Φg(x)) = ρY (Mn(L−1
n (x), f(L−1

n (x))),Mn(L−1
n (x), g(L−1

n (x))))
≤ s ρY (f(L−1

n (x)), g(L−1
n (x)))

≤ s ρ(f, g).

A0����� ��� ρ(Φf,Φg) ≤ s ρ(f, g) ��� 
������������ ��� 	 Φ:F → F ����� ��������
	

�
�����

�� G���	�� ��������
	� %�
���� *���� ������ ��� 	 Φ ),�� )�� ����/���

������ 
	���� 
�� F � /	�/�

(Φf)(x) = f(x)

�� �
�/����&��
Mn(x, f(x)) = f(Ln(x)),

��� ���� x ∈ I ��� n = 1, 2, . . . , N �
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,>� :���	�	
� ���-�������*���� �����*��	�� )��	�.���� ��4

%��#��
�� ��� ����/��� ���
�� ��� {K;w1−N} ��G� A<�&� ����)���� ���	9
����)�&� �� {I;L1−N} ����� ���
	� )�� ����#���� 0%% ��� ������ � ����/����
���
��� ����� �� I� " ������� ����
��
	 Ĝ �	� f ����� ���
	� ���
��� ���
{K;w1−N}� /����

W (Ĝ) =
N⋃

n=1

wn(Ĝ) =
N⋃

n=1

wn({(x, f(x)) : x ∈ I})

=
N⋃

n=1

{(Ln(x),Mn(x, f(x))) : x ∈ I} =
N⋃

n=1

{(Ln(x), f(Ln(x)) : x ∈ I}

= Ĝ.

A��� 	 ������� ����
��
	 �	� f ����� )��� ���
��� ��� �� 0%% {K;w1−N} ���
)�
� �� ��)��� �� ����� �
	 �� �� G� �

#�� �������"! �����������	� ! �������	! ��-

�������!

< Barnsley �
,���2���� 
�	� M�'N� 
J� $;4� ��� �� ������� ��� ),�� ������� ���
��
?�	 ������� ����
��
	 G �	� �%�@ ��� #��
����� �)
� 
� )��� D���������E

������ ������� ,��� ��� ����� ��� Hutchinson M *N� �� ��� ���2�� �	� �����9
��
������ �����#�� )�
�� �
�� �� ��#���� ,��� 
�� 
������ ������� ,���
K = I× [a, b]� ���� I ��� [a, b] ����� ���
�� /��
������ �&� ����������� ��������
/�� ����)��� ������ ��� ��� 
������� ��� ��)��� �� �	���� �� ����������� ����9
������ �����&
	�� �
�� �� G �� �����)��� ����� ��� �����&���� K� ��� ������
�1��	
	 ����� ����� ��� ��#���� �� [a, b] �� ����� D������ ����EB ��� ����/������
�� /��
�	�� ���� 
��� M�*N ��� M� N �����2���� ������ �� �� �/�� �� R� ����� �� G
������2�� ������ 
�� K� 6��A ����� ��� ����� ����
����2�� ������ �	� �����#��
���1�����&� �&� 
����&� ��� ,���� ��� ����2�����

< 
��,�� ����� �	� ����	��� ����� �� �	��
�� ���� �� ���� ��� �� ����
��
��
�	 
������ �������
������ �����#�� ��� ��)���	 
�� ,����
�� ����
��
�&��
���� �� /�/��)�� ��� ��)��� �� �����#	���� �)
� 
� )�� ��,���� /�
�)�� ���
���
���� ������� ������ ���/���������� ��� �� ����������� ���������� �����&
	� �9
1�������� ���� ��� �� /�/��)�� ��� ��� )�
� ������� �� ����,���� �������&�� �A
����� ��� ������ ���� �� ����������� ���������� �����&
	� ����,���� �����9
�)�&�� ������ ������ �� /�����
�� �1 ��,�� �	 
������ ���
����
���� ����� �	�
�%�� A��� �� ����
�� 
� �)
	 �� ����
����
���� �%� �&� ����&� �� 
����9
�)� ����)� ��� /��
��
��� ������� �� ���������
����� �� ����)�
�� ���� �����
��� ,��
��� ��� 
�� ���#	�� �1����#&
	� �	� �����)����� �
�� ����� 
���
������
�� �&� ��������&� 
�
�������	��� �	� �%��
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��= &��-�������*���� �����*��	�� ��� )��	�.���

G� �������
���� �	� ���
�,� ��� 
� 
�������� ����
,	����
����� A0
�& ���
N ����� )��� ������� ��)����� ���������� ��� 1� <��2���� ��� Ln: I → In ��

Ln(x) = anx+ dn,

���� �� ����������� ������� an, dn ��� ���� n = 1, 2, . . . , N ),��� ����,��� )�
��
�
�� �� �1�
���2��� �	� �
,� �	� %�����	� ?*�*@� /	� ��� Ln(I) = In� A���� ���
���� n = 1, 2, . . . , N

an =
xn − xn−1

xN − x0
,

dn =
xNxn−1 − x0xn

xN − x0
.

���� N ≥ 2� ���� |an| < 1� ����� �� Ln ����� 
�
������ ����������
���� ���
���� n = 1, 2, . . . , N � ����� �	���� �	 %�����	 ?*�5@ �� l = max{|an| : n =
1, 2, . . . , N}�

<��2���� ��� Mn:K → Y � ���� Y = R� ��

Mn(x, y) = cnx+ sny + en

���� �� ���������)� 
�����)� cn ��� en� �1��������� ��� �	 �����2����	 ������9
���� ��������� sn� ���)������ )�
�� �
�� �� �1�
���2��� �	� �
,� �	� %�����	�
?*� @� (	�/�� ����� ���)������ �� sn ∈ (−1, 1) ��� ���� ��

cn =
fn − fn−1

xN − x0
− sn

fN − f0

xN − x0
,

en =
xNfn−1 − x0fn

xN − x0
− sn

xNf0 − x0fN

xN − x0

��� ���� n = 1, 2, . . . , N � <� ��������
���Mn� n = 1, 2, . . . , N �	���� �	 %�����	
?*��;@ �� s = max{|sn| : n = 1, 2, . . . , N} ��� �	 %�����	 ?*��!@ �� c = max{|cn| :
n = 1, 2, . . . , N}�

<��2���� ��� 
������
��� wn� ��&� 
�	� 01� ?*���@� ���� �� 0%% ����� �	�
������ {K;w1−N}� ���� �� ��������
��� ����� 
�������� ����
,	����
���� ��&�

�	� ?*�!@ ���� 
��������)��� �	� ��/���� ������

wn

[
x
y

]
=
[
an 0
cn sn

] [
x
y

]
+
[
dn

en

]
,

���� an, cn, sn, dn ��� en ����� ����������� ������� ��� ���� n = 1, 2, . . . , N � <�
����
,	����
��� wn ����� ����
,	����
��� ��������	� ���� sn ����� �� �������'
,�� ��������	 ���������	 ������ ��������� � ����
,	����
��� wn ����� )���
����
,	����
��� � ������ ��������2�� ������� ����	�� ���� ��� �1��� �&� y 
�
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�

,>� :���	�	
� ���-�������*���� �����*��	�� )��	�.���� ���

������� ����	�� ���� ��� �1��� �&� y� /���� �� L ����� )�� ���������� �����
����	� ���� ��� �1��� �&� y� ���� ��� �� wn(L) �� ����� ����	� ���� ��� �9
1��� �&� y� 0��)������ &� ������	 ��������� �� sn �
,��� ��� |wn(L)|/|L| = |sn|
��� �� sn ∈ (−1, 1)� ����
�� 
� �)
	 �� ������
���� �	� ���������	 ��� ��� ��9
��
,	����
�� ���������	 �����&
	�

<� ����
,	����
��� ������ �������2������ ��� ��� %������� ?*�*@ ��� ?*� @� ���
/�����

wn

[
x0

f0

]
=
[
xn−1

fn−1

]
��� wn

[
xN

fN

]
=
[
xn

fn

]
��� ���� n = 1, 2, ..., N.

%��/��2����� �� G�&������ *�!�$ ��� *�!�! �� �� &� ��& &��
�)�� 0%% {K;w1−N}
),���� ��� ������� ���
���

%������ ,>�>� ) �������� f ��	 �����	 � ��,��� �������� ����� � �������	
���	 �44! ���	 �����,��� ����������	! �����(���� 
������� �������
��9
���� 
�����	
	 �����#��� � %�%� ���� ��������	�

�����	���� ,>�>� A0
�&
�� I = [0, 1]� Y = [0, 1] ��� )
�&

{(0, 0), (0.3, 0.5), (0.6, 0.4), (1, 0.1)}

)�� /��)� 
���� /�/��)�&�� %�� %,��� *�� #)����� �	 ������� ����
��
	 ����

%,��� *��F " ������� ����
��
	 ���� %�%��


�������� �������
������� 
�����	
	� �����#��� �� s1 = 0.5� s2 = −0.5 ���
s3 = 0.23�
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�

�
�

�
�

��/ &��-�������*���� �����*��	�� ��� )��	�.���

�����	���� ,>�>� A0
�&
�� I = [0, 1]� Y = [0, 1] ��� )
�&

{(0, 0), (0.5, 0.5), (1, 0)}

)�� /��)� 
���� /�/��)�&�� %�� %,��� *�! #)����� �	 ������� ����
��
	 ����

%,��� *�!F " ������� ����
��
	 ���� %�%��


�������� �������
������� 
�����	
	� �����#��� �� s1 = s2 = s3 = 2/3�

%��� ����

������ �&� �������
�&�� �,� 
�����
	 �������� /������ ���� �������
D����������E ,���� ��� ��� Y = R ��� ����� ��)��� �� �����#����� �� /�/��)��
��� ����� ���� /��)���� �����&����� %����&� � Y ��&������ &� )�� ���
��
/��
�	�� �&� ����������� ������� [a, b]� �� ����� ����� 
�����)� ��� ����)�&�
���	� �������� ,����� C�� �� �1�
���
���� ��� 	 ������� ����
��
	 �	� %�%�
����),���� �)
� 
�� ��������� K� ��)��� �� ������
���� ������� 
������� ���
��)��� �� �	���� �� �����2������ ���������� sn� �� ������� ����	��� �� �����
��
������� 
�	� M'*N� ��� #�	�� 
�	� �1����#&
	 �&� ���������&� ��������&�
�����&
	� ��� ,����2������ �
�� �� ����������
���� ��� ��������	 
�����	
	�

?	3���� ,>�>� ) ��,��� �������� ���	 4-4
 �������� ����	 ���	 ��'
"����	 �"������� K = I × [a, b]! �� �� �������,�� ��������	 ���������	 sn

������ ��	
smin
n ≤ sn ≤ smax

n

��� |sn| < 1! ����

smax
n = min

{
b− fn

b− fN
,
b− fn−1

b− f0
,
a− fn

a− fN
,
a− fn−1

a− f0

}
,



�
�

�
�

�
�

�
�

,>� :���	�	
� ���-�������*���� �����*��	�� )��	�.���� ���

smin
n = max

{
a− fn−1

b− f0
,
a− fn

b− fN
,
b− fn−1

a− f0
,
b− fn

a− fN

}
��� ��"� n = 1, 2, . . . , N � #� ,������ ���� ����� �� ������� �������

.�����1�� <� �)��
��� ��� ��,�
��� ���)� �&�

Mn(x, y) = cnx+ sny + en


�� ��������� [x0, xN ] × [a, b] ������,������� 
�� ������ 
	���� (x0, a)� (x0, b)�
(xN , a)� (xN , b)� .� ��� ����/����� M�;*N� 0�A �
�� ��������� ��Mn(x, y) ∈ [a, b]�
���)����� ��� �����)����� sn �)������ �
�� Mn(x0, a)� Mn(x0, b)� Mn(xN , a)�
Mn(xN , b) ∈ [a, b]� 0���&� 
������������ ��� �� sn �	���� ��� ������������
���
�
���� %�	� ������&
	 �	/������ ��������
�� ����������� ��� ����
���,�
���� �� ����
����� ����� ������)�� �

A�� )�� ��� )����� ��� �� ����	�� ����� �� ������� ��� �� sn ������� �� ���9
��
���� �������&� ��� �� ������
���� �)
& �&� /��/�,���� 
	���&� �����#���
fn−1 ��� fn� �&� ������ 
	���&� f0 ��� fN � ����� ��� �&� /��)��&� 
��������)9
�&� a ��� b�

�����	���� ,>�>� A0
�&
�� I = [0, 1]� Y = [−1, 1] ��� )
�&

{(0, 0), (1/2,−1/3), (3/4, 1/2), (1, 1/3)}

)�� /��)� 
���� /�/��)�&�� ���� 	 ������� ����
��
	 �	� %�%� �����)���
����� ��� �����&���� K = I × Y � �� ���)1���� ���� sn� n = 1, 2, 3 �)�������
�
�� −1 < s1 ≤ 1/2� −3/8 ≤ s2 ≤ 2/3 ��� −1/2 ≤ s3 ≤ 1/2� �� %,��� *�$
/��,��� ����� �	� ������� ����
��
	 �� s1 = −0.99� s2 = −3/8 ��� s3 = −1/2�

�����	���� ,>�>! A0
�&
�� I = [0, 1]� Y = [−1/2, 1/2] ��� )
�&

{(0, 0), (1/2,−1/3), (3/4, 1/2), (1, 1/3)}

)�� /��)� 
���� /�/��)�&�� ����� 	 ������� ����
��
	 �	� %�%� �����)���
����� ��� �����&���� K = I × Y � �� ���)1���� ���� sn� n = 1, 2, 3 �)�������
�
�� −1 < s1 ≤ 1/2 ��� s2 = s3 = 0� �� %,��� *�' /��,��� ����� �	� �������
����
��
	 �� s1 = −0.99 ��� s2 = s3 = 0�

��� �� G���	�� *�$�� ���������� �� ������� ,��
��� ����
�����

������� ,>�>� ) ��,��� �������� ���	 4-4
 �������� ����	 ���	 ��"��'
��	 �"������� K = I × [a, b] �� f0 = fN ! �� �� �������,�� ��������	 �����'
����	 sn ������ ��	

smin
n ≤ sn ≤ smax

n
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��� &��-�������*���� �����*��	�� ��� )��	�.���

%,��� *�$F " ������� ����
��
	 ���� �����)�	� %�%��

��� |sn| < 1! ����

smax
n = min

{
b−max{fn−1, fn}

b− f0
,
a−max{fn−1, fn}

a− f0

}
,

smin
n = max

{
a−min{fn−1, fn}

b− f0
,
b−min{fn−1, fn}

a− f0

}
��� ��"� n = 1, 2, . . . , N � #� ,������ ���� ����� �� ������� �������

������� ,>�>� ) ��,��� �������� ���	 4-4
 �������� ����	 ���	 ��"����	
�����	 K = I × [a,∞) �� f0 = fN ! �� �� �������,�� ��������	 ���������	 sn

������ ��	
0 ≤ sn ≤ smax

n ,

��� |sn| < 1! ����

smax
n =

a−max{fn−1, fn}
a− f0

,

��� n = 1, 2, . . . , N � #� ,������ ���� ����� �� ������� �������

#�� 0����������	�� ��������� �� %��� ���-

��! ���������!

%�	 
��),��� /��,������ �� ����� ����� ,�	
����������� 	 �/)� �&� ��������)�&�
�������
������� 
������
�&� �����#��� ��� ��� M. F. Barnsley ��� ���� 
�9
�������� ��� 
�	� M� N� ��� �� ����
����
��� ��� ��)����� 
������
��� �����#�9
��� " �/)� ����� �� ����
����
��� ��� ��������)�	 �������
������ 
�����	
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,>! &��-�������*��� )��	�.��� �	 2���� ���-�� �	*�.��*�����

%,��� *�'F " ������� ����
��
	 ���� �����)�	� %�%��

�����#��� ,�	
����������� 
�������� ����
,	����
���� 
��� R3 ��� �� ���#�9
���� �� ����	�� �	� 
��� R2� <� ���
����� #����� ��������� ��� ��� /����
�� ������� ��� /�������� 
��� R3 )������ ��,�	 ����*����	� ���)� �������
�� ,�	
������	���� 
�	 �����
	 �	� ������ ��� �	� �������
������� /��
��9

	� �&� 
������
�&� �����#���� 0��
	�� �� ����� ��� ������ /���	������� ��
������������ ��� ��� /���� 	 ,��
	 �&� 
������� ����
,	����
����

A0
�& )��� ������� ��)����� N ���������� ��� 1� <��2���� ��� Ln: I → In ��

Ln(x) = anx+ kn,

���� �� ����������� ������� an, kn ��� ���� n = 1, 2, . . . , N � ),��� ����,��� )�
��
�
�� �� �1�
���2��� �	� �
,� �	� %�����	� ?*�*@� /	� ��� Ln(I) = In� A��� ���
���� n = 1, 2, . . . , N

an =
xn − xn−1

xN − x0
, ?*��$@

kn =
xNxn−1 − x0xn

xN − x0
. ?*��'@

���� N ≥ 2� ���� |an| < 1� ����� �� Ln ����� 
�
������ ����������
���� ��� n =
1, 2, . . . , N � ����� �	���� �	 %�����	 ?*�5@ �� l = max{|an| : n = 1, 2, . . . , N}�

A0
�& ���� ��� Y = R2 ��� ���2���� ��� Mn:K → U ��

Mn

⎡⎣ x
y
z

⎤⎦ =
[
cn
gn

]
x+An

[
y
z

]
+
[
ln
mn

]
,
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�

�
�

��! &��-�������*���� �����*��	�� ��� )��	�.���

����

An =
[
dn en
hn sn

]
��� �� cn, gn, dn, en, hn, sn, ln,mn ����� ����������� �������� ��� n = 1, 2, . . . , N � ��
��������
��
���� ��� fn 
�	 %�����	 ?*� @ �� ��� (fn,Hn)� ��� n = 1, 2, . . . , N � <�
���������)� 
�����)� cn, gn, ln,mn� �1��������� ��� ��� �����2������ ���������)�
�����)����� dn, en, hn, sn� ),��� ����,��� )�
�� �
�� �� �1�
���2��� �	� �
,�
�	� %�����	� ?*� @� /	�

cn =
fn − fn−1

xN − x0
− dn

fN − f0

xN − x0
− enHN −H0

xN − x0
, ?*��*@

gn =
Hn −Hn−1

xN − x0
− hn

fN − f0

xN − x0
− sn

HN −H0

xN − x0
, ?*��5@

ln =
xNfn−1 − x0fn

xN − x0
− dn

xNf0 − x0fN

xN − x0
− enxNH0 − x0HN

xN − x0
, ?*��-@

mn =
xNHn−1 − x0Hn

xN − x0
− hn

xNf0 − x0fN

xN − x0
− sn

xNH0 − x0HN

xN − x0
, ?*��4@

��� n = 1, 2, . . . , N � �� ���
����

c = max{max{cn, gn} : n = 1, 2, . . . , N},
	 %�����	 ?*��!@ ����� �	���� 8���)����� ��� � ��������� ����
,	����
���
An: R2 → R2 ����� 
�
��� �� ��������� 
�
�������	��� s ∈ [0, 1)� ���� 	
%�����	 ?*��;@ ����� �	���� <��2���� 
������
��� wn ��&� 
�	� 01� ?*���@�
���� �� 0%% ����� �	� ������ {K;w1−N}� ���� �� ��������
��� ����� 
��������
����
,	����
��� ��&� 
�	� ?*�$@ ���� 
��������)��� �	� ��/���� ������

w

⎡⎣ x
y
z

⎤⎦ =

⎡⎣ an 0 0
cn dn en
gn hn sn

⎤⎦⎡⎣ x
y
z

⎤⎦+

⎡⎣ kn

ln
mn

⎤⎦ , ?*�� @

���� �� an, cn, dn, en, gn, hn, sn, kn, ln,mn ����� ����������� �������� ����� �� ��9
��
,	����
���� �������2������ ��� ��� %������� ?*�*@ ��� ?*� @� /�����

wn

⎡⎣ x0

f0

H0

⎤⎦ =

⎡⎣ xn−1

fn−1

Hn−1

⎤⎦ ��� wn

⎡⎣ xN

fN

HN

⎤⎦ =

⎡⎣ xn

fn

Hn

⎤⎦ , ?*�!;@

��� ���� n = 1, 2, ..., N � ���� ),���� �� �������

?	3���� ,>!>� & �������	 ��� �	 ��� �������� �44 {K;w1−N} ����� �
��,��� �������� ���	 �������	 ��������	 f : I → Y ! � ����� ����� ���

f(xi) = (yi,Hi), i = 0, 1, . . . , N.
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,>! &��-�������*��� )��	�.��� �	 2���� ���-�� �	*�.��*����,

.�����1�� " ���/��1	 ����� �����	 �� ����� ��� G�&������� *�!�$� �
���� ��������

f(x) = (F1(x), F2(x)).

���� 	 F1: I → R ����� ��� 
���,�� 
�����	
	 �)����� �
��

F1(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , N.

%������ ,>!>� ) �������� F1 ��� �������������� ����������	! ��������

������� �������
������ 
�����	
	 �����#��� ������ ����#	��� � %�%�9
6� ���� ��������	�

w d e h s

� ;�$ ;�! 9;�� ;�$
! ;�$ ;�! 9;�� ;
$ ;�$ ;�� 9;�� 9;��

������� *��F < ��/���� ��� 0%% ��� �	 %�%�6� ��� ����
����
�	�� 
��
����/����� *�'���

�����	���� ,>!>� �� �#���� N = 3 ��� �� 
���� �&� /�/��)�&�

{(0, 0, 0), (0.3, 0.5, 0.3), (0.6, 0.4, 0.6), (1, 0.1, 1)}.

<� ��������
��� wn� n = 1, 2, . . . , N ����� �	� ������ ?*�� @ ��� ������)��� )�
�
�
�� �� �
,��� 	 ?*�!;@� " ����
	 �&� ?*�� @ ��� ?*�!;@ ����)��� ��� 
�����)�
an, cn, gn, kn, ln ��� mn� <� �������� 
�����)� /������� 
��� ������ *��� (��9

%,��� *�*F (�� ���������� ���#�)� ��� /����������� ���� %�%�6��

����� ���H��� ��� ���
�� G ��� �� &� ��& ���
�)� 0%% ���������������� 
��
%,����� *�* ��� *�5�
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��0 &��-�������*���� �����*��	�� ��� )��	�.���

%,��� *�5F <�������� ��� Cabinet ���#�� ��� /����������� ���� %�%�6��

�� 
	����������� 
	���� �	� �������
������� �����#��� �� ����� ����9
#	�� ����� ������ �� ��� � ���
��� ��� 0%% ����� 	 )�&
	 �&� 
�������
����
,	����
��� ��� ������2����� 
��� ���
��� ���� /�� �
,��� ������� ����
��������
��
���� ��� ��� D���
���E �� �	 ���
	 D���#�� ��� ���
��E� "
������� ����
��
	 �	� �%�6� F1 /�� ����� ��������� ���� ����
��������

" �/)� �&� �%�6� ������ �� ������,��� ,�	
����������� ���/����� �����
������ ����#	���� 6���� �� ������ ��&�� �&� /��
��
�&� ��1������� 	 /��/���9

�� ������
��� �	� 
�����	
	� ������� ��)�� ��� /�
������	� ��� 	 
�����	
	
��)�� ��� ��� ��,����

#�# ���	� ! �����������	� ! �������	! ��-

�������!

0�
������ ��� ����)� �%� �� ������ ������� �� ,����
���� )�� �����)
���� ��9
��� /�/��)�&�� �1 ������ ��� �	 
�������� ,�������� ����� � ������ #�
�2����

��� ����� ����
,	����
��� ������� ���/��������� ��� 	 /��
��
	 Hausdorff
�	� �������� ����
��
	� �	� 
�����	
	� �����#��� ��� 
��� 
��������)��� ���
����)/��� ����� �/�� �� ����� �	�� ����
,	����
�)�	� 
� ����)� 
��������)����
������� ����
��
	 �	� 
�����	
	��

O��
�)��� ������)��� 
�����	
���)� 
,)
��� ������� �� ����
,	����
����

� �� ��/	 ����#	��� � 
��������)�&�� A0��� �)����� ����
,	����
��� ����� 
�
������	 ������������	 ���� ��� ����� ��#������

E = {(θ, r) : 0 ≤ θ < 2π, r > 0}
��� �)����� g = (g1, g2) �� ����� )��� ��������������	 ������������� ?��� ���
���
�� ��� #� M'N@ � ������ ��������2�� ���� 
	���� (θ, r) ��� E ��� ��� 
	�����
(x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)} �)
& �&� ��&
��� ���&�

x = g1(θ, r) = r cos θ, y = g2(θ, r) = r sin θ. ?*�!�@
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%�	 
��),��� �����
��2���� )�� ����	��� �� ����� ��� ���/������� �&�� ��
�����)����� �� ����� ����)� ��� 
�� 
��	��� �����/�� ���� ��#������ ���
���� ������� ?/	� =����@ ������� 	 ����� �����#��� �� ��,��� ��� /�/��)���

?	3���� ,>,>� ����� ��� ������� ��� ������ ��������� {(xi, fi) ∈ R2\{(0, 0)} :
i = 0, 1, . . . , N − 1} ��� ������ ����������� ��� ������ (xi, fi) *������� �� ��"�
���������� ��� ���� ��� {(θi, ri) ∈ [0, 2π) × (0,∞) : i = 0, 1, . . . , N − 1} �����
�� ���������� ��� ������ �� ������	 ������������	! ���� 0 = θ0 < θ1 < · · · <
θN−1 < θN = 2π� #��� ������ ��� ���� ������� ������� r: [0, 2π] → R2 ��
r(θi) = (xi, fi) ��� ��"� i = 0, 1, . . . , N − 1! � ����� �������� �	 �������	 ���	
�44�

.�����1�� A0
�& ��� Î = [θ0, θN ]� ���� θ0, θ1, . . . , θN ����� N + 1 /��������)��

	���� ��� 0 = θ0 < θ1 < · · · < θN−1 < θN = 2π� (�� ����)����� ��� �� 
	����
���� ����� �
��),����� 0��)1�� α > 0 ���� �)���� ������ �
�� ri ∈ Ŷ ��� ����
i = 0, 1, . . . , N − 1� ���� Ŷ = [α, β] ?���� Ŷ = [α,∞)@� G� /��)H���� 
����
������ ��������� ,����� K = I × Y ��� K̂ = Î × Ŷ &� ���� �	� �����/���� � &�
���� ������ �	 �
�/����	� �������� ���� I = [x0, xN−1] ��� Y = [a, b]�

6���
����
�� ��� 
�����	
	 r: Î → Ŷ �� r(θi) = ri� i = 0, 1, . . . , N − 1
��� rN = r0 ,�	
����������� �	� �/�� ����/����� �� ����� ��� ��������	�� 
��
G�&������ *�!�$ ��� *�!�!� C�� �� �1�
���
���� ��� r(θ) ∈ Ŷ � ���)����� ����
������������ ���������� �����&
	� ��� ������ ����)�� ��� �� �	 #������
��� ����
����� *�$�� ?���� ��� ����
����� *�$�!@B �� /��1���� 
�	 
��),��� ���

,	����2���� ��� ��� ���
�� �����	� 	 ����� ����� /�� �)
�� ���� 
	�����
�����#��� (xi, fi) ��� ���� i = 0, 1, . . . , N − 1�

< ����
,	����
��� 
��������)�&� g ��� � ����
������ ��� g−1 ������2��� ���
)�� ���� )�� ����
���,�� ����1� �&� 
������� ���
���&� ��� E ��� �&� 
����9
��� ���
���&� ��� g(E)� ���� r(θ) > 0� 	 �����	 r(θ) = (r(θ) cos θ, r(θ) sin θ)
����� ��� ��� ���� θ ∈ [0, 2π] ��� ���
�� ����/� r(θ0) = r(θN )� A0������ ��� 	

���,�� 
�����	
	 r: Î → K� �� r(θ) = (r(θ) cos θ, r(θ) sin θ)� ����� ��� ����
&��
�)�	 
�����	
	 	 ����� �	��� �	� r(θi) = (xi, fi) ��� ���� i = 0, 1, . . . , N−1
��� �	� ������ 	 ������� ����
��
	 ����� ��� ���
�� �����	� �

%������ ,>,>� ) �������� r ��	 �����	 � ��,��� �������� ����� � ����'
���	 ���	 �44 ���	 �����,��� �������! �����(���� ����� �������
������

�����	
	 �����#��� � ��%� ���� ��������	�

:�#��� ��A �H�� ��� ���� 	 
�����	
	 ����� ��� �	 
�������� ������������	 ����	
-4
� 
� ������
	 �� ��� 
�������� ��� ��
�,�	
�� 
�	� M���N�

�����	���� ,>,>� A0
�& {(−3/4,−1/2), (1/2, 3/4), (3/4,−1/2), (−3/4, 3/4)}
)�� /��)� 
���� /�/��)�&�� �� %,��� *�- /��,��� �	� ������� ����
��
	 ����



�
�

�
�

�
�

�
�

��= &��-�������*���� �����*��	�� ��� )��	�.���

%,��� *�-F " ������� ����
��
	 ���� ��%��

��%� �� s1 = s3 = −0.9, s2 = 0.9, s4 = 1/2� ��� �� %,��� *�4 /��,��� �	�
������� ����
��
	 �	� �/��� ��%� �� 
� ����)� 
��������)����

�� �������� ��� ����)��� ����� �� ���/��1���� ��� 	 �)� ��� �����	 ),�� �	�
�/�� /��
��
	 Hausdorff� dimH � ��&� 	 ����
���,� �	� 
� ����)� 
��������)����
��&��
�&� ,����2���
�� �	� ������	

���*��� ,>,>� ����� F ⊂ Rn� .� f :F → Rm ����� ��� �������� Lipschitz!
����

dimH f(F ) ≤ dimH F.

.�����1�� .� M5-N� ����
�� !�'?�@� 
J� $;� �

?	3���� ,>,>� ����� ��� Ĝ ��� G ���*���(��� ��� ��,��� �������� ��	 r
��� ��	 r! ����������	� #��� dimH Ĝ = dimH G�

.�����1�� �� ��&��
���� �� R2 &� ���� �	 �������

‖x− y‖1 = |x1 − y1|+ |x2 − y2|, x, y ∈ R2.

���/��������� ����� ��� 	 g: Ĝ → G ����� ��� 
�����	
	 Lipschitz.A0
�&
��
(θ1, r1), (θ2, r2) ∈ Ĝ� ����
‖g(θ1, r1)− g(θ2, r2)‖1 ≤ ‖g(θ1, r1)− g(θ1, r2)‖1 + ‖g(θ1, r2)− g(θ2, r2)‖1

= |r1 − r2|| cos θ1|+ |r1 − r2|| sin θ1|
+ r2 | cos θ1 − cos θ2|+ r2 | sin θ1 − sin θ2|
≤ 2 |r1 − r2|+ 2 r2 |θ1 − θ2| ≤ 2 |r1 − r2|+ 2 b |θ1 − θ2|
≤ c ‖(θ1, r1)− (θ2, r2)‖1,
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,>, ������� ���-�������*���� �����*��	�� )��	�.���� ���

%,��� *�4F " ������� ����
��
	 ���� ��%� 
� ����)� 
��������)����

���� c = max{2, 2b}� 7�	
����������� �	� �����
	 *�*�� ),���� ��� dimH G =
dimH g(Ĝ) ≤ dimH Ĝ�

A0
�& ���� ��� G(j) ����� 	 ���� ��� G �� �� j ������	����� )�
�� �
�� G =⋃4
j=1G

(j)� ��� �	� ����
���� ��� G ),���� ���� �� (x, y) ∈ G(1)� ���� x+ y ≥ a�
��� 	 ����� ���	 S =���J(G(1)) ����� )�� ����� ��� 
�����)� 
���� �� �����
/�� ����),�� �� �)���� (0, 0)� ����� ����,�� 	 g−1:S → R2 �� g−1 = (h1, h2)
��� ),���� ��� ��� �� �����)� �����&��� ∂hi/∂x, ∂hi/∂y� i = 1, 2 ����� 
���,���

�� S� A��� ����� �����)��� 
�� S ��� )
�& ��� M > 0 ����� )�� ������ ������
A0
�&
�� (x1, y1), (x2, y2) ∈ G(1)� ��� �� G���	�� �)
	� ����� ),����

‖g−1(x1, y1)− g−1(x2, y2)‖1 = |h1(x1, y1)− h1(x2, y2)|
+ |h2(x1, y1)− h2(x2, y2)|
= |dh1(a1, a2)(x1 − x2, y1 − y2)|
+ |dh2(b1, b2)(x1 − x2, y1 − y2)|

��� ������ (a1, a2), (b1, b2) ∈ [(x1, y1), (x2, y2)] ⊂ S� A<�&�

|dhi(x, y)(x1 − x2, y1 − y2)| =
∣∣∣∣∂hi(x, y)

∂x
(x1 − x2) +

∂hi(x, y)
∂y

(y1 − y2)
∣∣∣∣

≤ M (|x1 − x2|+ |y1 − y2|)
= M ‖(x1, x2)− (y1, y2)‖1

��� ���� (x, y) ∈ S ��� i = 1, 2� A���

‖g−1(x1, y1)− g−1(x2, y2)‖1 ≤ 2M ‖(x1, x2)− (y1, y2)‖1.
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��/ &��-�������*���� �����*��	�� ��� )��	�.���

�� �� ����� 	 g−1 ����� ��� 
�����	
	 Lipschitz 
�� S� 0���)�&�� dimH g−1(G(1)) ≤
dimH G(1) ≤ dimH G� <���&�� dimH g−1(G(j)) ≤ dimH G� j = 2, 3, 4� " �����
	
*�*�� ������ ��� dimH Ĝ = dimH g−1G = dimH g−1(

⋃4
j=1G

(j)) ≤ dimH G� ����
���	����� �	� ���/��1	� �
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	� ��� ����%����� ���
�&��

< G. Peano 
�� �4 ; ����
����
� �	� ����	 �����	� 	 ����� ����� /�� �)
��
���� 
	����� ��� ����/����� ���������� [0, 1] × [0, 1]� %���,��� ��������
��� ���
�� [0, 1] ?� ���/����� �� /��
�	��@ 
�� �����/� ?� 
��� ,���@ �� ����� �	�
�/���	�� �������� �������	 ����(����	 ��� � � � �������	 Peano� ������)�&
����/������� ������	
�� ��� ���� D. Hilbert ?
�� �4 �@� E. H. Moore ?
��
� ;;@� H. Lebesgue ?
�� � ;'@� E. Cesàro ?
�� � ;*@� W. Sierpiński ?
�� � �!@�
G. Pólya ?
�� � �$@ ��� �&��

�)����� ��/��� ������� ����
����2����� 
����&� ,�	
����������� �	� ���9
���	 ��,����� S������� �� )��� ������ ��� ������ �� ����� ��� ������ ������ �
)�� ����&��� %�	 
��),���� ���� ����� ��� ������	 ��������
����� ��� )���
��������� � ������ ����� )�� 
�������� 
���� ������� ������� ��� �� ����� 
,	9
����2�� )�� �������� ��� �	� ��,� �),�� �� �)�� �	� ������� ��� ��������
���
����� ���� ���������� ����� ��� �)�� 
,������ ��������
����� ��� ��� ����� ��9
/�,� ��� ���������� ���� 	 /�����
�� 
���,�2���� ��������
�&�� C�� ����

�����
����/������� �)���&� ������� � ��/����������� ������
�	� �����)������ 
��
M���N� M��!N� M�'�N ��� M�'4N� �� ������� ���� ������� ������� �&� M5�N ��� M5$N�

.�� /������! �����%�����! ��� �0��

�� /�
���� ����� ��� ��
�	�� ���	������ ���
���

%������ 0>�>� -�� �����	 ����2��
� ��� ,��� ����� ��� ������	 ������� ����
R2! � ����� ���� ��� ����� ��"� ������� ��� ���������� ����� ��� [0, 1]× [0, 1]�

A0
�& A )�� �	 ����� ���� ��1� 
��������� 
�����)� ���
���� ��� R2� G�
/��1����� �&� �� ����
����
���� ��� 
���,� 
�����	
	 f : [0, 1] → R2 �)����� �9
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1���	� *�� 23��


�� f([0, 1]) = A� ���� A = [0, 1] × [0, 1]� A0
�& E0 ∈ H(A) ��� ��&��
�� �	�
�������� 
���&� {Ek = W k(E0)}∞k=0� ���� 	 W ���2���� ��� �	� ?*��@� ���
�� G���	�� *���� )����� ��� 	 �������� ���� 
������� ���� �� A &� ���� �	
������� Hausdorff� " �)��/�� ��� ,�	
������������ 
A ����� �	� ������&
	� ��� ��
������
�� �	� ������� ����
��
	 ���� �����	� ����2��
�� �� ,���� �����2����
.����"��	 .��������� � �������6��� ��� ������
�	�� ��� �	� ����
���� �&�
�&� 
,	���&� ����� �	� ����	���� " �)��/�� �����
��2���� �������� 
�	� 6�9
��
���� � �	� 0���	��� -��� %�� ������� ����/������� �� 
	���� �����#���

	���������� �� ������� ������ �
�� ����� 
��� ������	 ��� ��� ����������

�����	���� 0>�>� �� �#���� N = 4 ��� �� 
���� �&� /�/��)�&�

{(0, 0), (0, 0.5), (0.5, 0.5), (1, 0.5), (1, 0)}.

<� ��������
��� wn� n = 1, 2, . . . , N ����� �	� ������ ?*�!@ ��� ������)��� )�
��
�
�� �� �
,��� 	 ?*�!;@� G��	����� ��� 	 ����� A ��)��� �� ����� 
�
���� "
����
	 �&� ?*�!@ ��� ?*�!;@ ����)��� ��� 
�����)� an, cn, dn ��� en� ��� ��� ���
��� ���������� 
�����)� �)����� bn = cn ��� sn = an ��� n = 1, 2, . . . , N � <�
���������
�� 
�����)� /������� 
��� ������ 5��?�@� ���� ),���� ��� ��������
����� ����������
��� �� �� ����
���,� ���� 
,�����F

w a b c s d e

� ; ;�* ;�* ; ; ;
! ;�* ; ; ;�* ; ;�*
$ ;�* ; ; ;�* ;�* ;�*
' ; 9;�* 9;�* ; � ;�*

w a b c s d e

� ; ;�* 9;�* ; ; ;�*
! 9;�* ; ; ;�* ;�* ;�*
$ ;�* ; ; ;�* ;�* ;�*
' ; 9;�* 9;�* ; � ;�*

?�@ ?#@

������� 5��F < ��/���� ��� 0%% ��� ��� ����2��
�� ��� ,��� ������� ��� ����9

����
�	��� ?�@ 
�� ����/����� 5���� ��� ?#@ 
�� ����/����� 5���!�

�� %,��� 5�� ������,�	�� �)������ &� ������	 E0 ∈ H(A) ��� ��� �����	�
	 ����� 
��/)�� �� 
	���� (0, 0) �� �� 
	���� (1, 0)� 0/� ��������� �� E0 ��
����� )�� ���������� ����� �)����� �
�� E0 ∩ ∂A = {(x0, f0), (xN , fN )}� ���� 	

�����	 ��� )�� ��� 	 �����	 ������ 
�� �
&������ ��� ����/����� �����������
����� �&� /�� �������� 
	���&� �	� �����	�� A0�
�� 	 Ek ����� ��� ��� �����	
��� ���� k = 0, 1, . . .� 	 ����� 
��/)�� �� 
	���� (x0, f0) �� �� 
	���� (xN , fN )� <
���������� 
A ����� �	� ������&
	 ����� �� 
���� E1�

�� %,��� 5�! ������,�	�� �)������ &� ��������� E0 ∈ H(A) ��� ��� ���
�����	� 	 ����� 
��/)�� �� 
	���� (0, 0) �� �� 
	���� (1, 0) ���� 
��������)���
���������� ��� ��� /�� ����)� ���� �
�
����� ��������� ������� 	 Ek �����
���
	� ��� ��� �����	 ��� ���� k = 0, 1, . . .� 	 ����� 
��/)�� �� 
	���� (x0, f0)



�
�

�
�

�
�

�
�

0>�  ��)��	� )��	�2��	�	� �)� :&:� ���

%,��� 5��F ��� �������� 
���&� D
�������
� ����E ��� ����2��
� ��� ,���
�����	�

�� �� 
	���� (xN , fN )� < ������	� ����� �	� ������&
	� ����� �/��� �� ����� �	�
���	������	� ������&
	��

�� %,��� 5�$ ������,�	�� �)������ &� ��������� E0 ∈ H(A) ��� �����	� 	
������ ���� �	 ����� 
��/)�� �� 
	���� (0, 1/2) �� �� 
	���� (1, 1/2)� " �����9
	 ���� ����� ����� �� �� ����� 
��/�� �	� ����&����� �����	� ��� Cesàro� <
������	� 
A ����� �	� ������&
	 ����� ��� �� 
���� E0 ��� %,������ 5���

�����	���� 0>�>� �� ����/����� ���� ����� 	 ����
���� ��� Hilbert ��� �	�
��������� ����2��
� ��� ,��� �����	 ��� Peano� ����������&� ����� )�� ��9
,)���� ��� �����2�� �� ������ ,�����	��
���� �&� �����&� Peano ��� �	 
,)
	
���� �� �� ����#���� 0%%� �� �#���� N = 4 ��� �� 
���� �&� /�/��)�&�

{(0, 0.25), (0.25, 0.25), (0.25, 0.75), (0.75, 0.75), (0.75, 0)}.

<� 
�����)� an, bn, cn, sn, dn ��� en /������� 
��� ������ 5��?#@� ��������� ���9
��&� Hilbert ���������������� 
�� %,��� 5�'� �� 
	����
���� ��� � ����������
E0 �	� �����	� ),�� /�� ������
���� D��/��E 
������������ �� �� 
����	� �� ��9
�������� ����� ��� �� (0, 0.25) )&� �� (0.25, 0.25) ��� �� ���������� ����� ���
�� (0.75, 0.25) )&� �� (0.75, 0)� ���� ��
�,�	
�� �
�� �� �1�
���
��� �	 
���9
������	�� ��� ���
��� < ������	� 
A ����� �	� ������&
	 ����� ��� �� 
����
E0 ��� %,������ 5���
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1���	� *�� 23��

%,��� 5�!F ��� �������� 
���&� D
�������
� ����E ��� ����2��
� ��� ,���
�����	�

.�� /������! �����%�����! ��� �����! �������-

��! �0��

�������� �� ������
���� �� G���	�� *�'��� �
�� �� ����
����
���� �����)�
������� ��� ����2��� �� ,���� ���
)1�� ��� ���� ��������� �
��),���� 
	����
x0, x1, . . . , xN � �� x0 = f0 = H0 = 0� xN = fN = 1 ��� HN = 0� ���� � ���
���
��� 0%% {R3;w1−N}� ���� �� ��������
��� wn� n = 1, 2, . . . , N ����� �� 
��������
����
,	����
���

wn

⎡⎣ x
y
z

⎤⎦ =

⎡⎣ 1/N 0 0
0 an bn
0 cn sn

⎤⎦⎡⎣ x
y
z

⎤⎦+

⎡⎣ (n− 1)/N
dn

en

⎤⎦ , ?5��@

����� 	 ������� ����
��
	 G ���� 
���,��� 
�����	
	� f : [0, 1] → R2 �)������
�
�� f([0, 1]) = A� ���� A ����� )�� �	 ���� ���� ��1� 
�������� 
�����)�

����� �� ��/�� ����� ����� �	� 
�����	
	� ����� 	 ���#�� ��� G 
�� �����/�
�&� (y, z)� <� ���#�)� ��� G 
�� (x, y) ��� (x, z) ����� ������)� ����
��
��� �&�
�������
������� 
������
�&� ������ ����#	���� " ��������	 �)��/�� ���
��� ������
�� ��� ���������� ���� ������ ����#	��� �%�� ����� � .����"��	
��� #������ �������6��� � .#� ,���� 
���������

%��� ��0 ������2���� 
� ���� 
��/�� ���� )�� �)� 
	���� xn+1 ��� ��� ���9
����,� ��� xn� �)
& �	� xn+1 = wi(xn) �� )��� ��,��&� ������)�� /����	 i ���
���� 1, 2, . . . , N � C�� ����

������ �	�������� ��� �	� ����/�� �����)������ 
��
M�*N � M ;N� <� �����)� ��,)� �	� 
������������� 
�	� 6���
���� ! �	� 0���	���
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0>�  ��)��	� )��	�2��	�	� �)� ���-�� �	*�.��*�� :&:� ��,

%,��� 5�$F ��� �������� 
���&� D
�������
� ����E ��� ����2��
� ��� ,���
�����	�

-��� ��&��
�&� ������2���� ���� 
�����
�)� ��� ���/��
����� 
�������� ��9
��
,	����
��� ��� ��� 01�
�
��� ?*��$@ )&� �	� ?*��4@� ��� ���� ������2���� ���
��0 
�� ��������� 0%%� ������� 
,�/��2���� ���� 
	���� �� ,���� �)���� ���
�� �1������� ��� �	� 
��������)�	 ��� z� ���� ��� #�	���� 
�	� ���������	
	
��� D������E ���/��
����� ,�������� �	� �����	�� %�� ������� ����/�������
�� 
	���� �����#��� 
	���������� �� ������� �������

w a b c s

� ;�!* ;�$-* ;�* 9;�!*
! ;�* ; ; ;�*
$ ;�!* 9;�$-* 9;�* 9;�!*

w a b c s

� ;�* ;�* ;�* 9;�*
! ;�* 9;�* 9;�* 9;�*

?�@ ?#@

������� 5�!F < ��/���� ��� 0%% ��� ��� ����2��
�� ��� ,��� ������� ��� ����9

����
�	��� ?�@ 
�� ����/����� 5�!�� ��� ?#@ 
�� ����/����� 5�!�!�

�����	���� 0>�>� �� �#���� N = 3 ��� �� 
���� �&� /�/��)�&�

{(0, 0, 0), (0.33, 0.25, 0.5), (0.66, 0.75, 0.5), (1, 1, 0)}.

<� ��������
��� wn� n = 1, 2, . . . , N ����� �	� ������ ?5��@ ��� ������)��� )�
��
�
�� �� �
,��� 	 ?*�!;@� " ����
	 �&� ?5��@ ��� ?*�!;@ ����)��� ��� 
�����)�
an, cn, dn ��� en� C�� ��� ������
�� �&� ������&� 
������� ��������� �� �
,����
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��0  ��)��	� �	�
1���	� *�� 23��

%,��� 5�'F ��� �������� �����&� Hilbert�

���
	� �� �������� 
�������F

w1

⎡⎣ 1/2
1/2
1

⎤⎦ =

⎡⎣ 1/6
1/2
0

⎤⎦ , w2

⎡⎣ 1/2
1/2
1

⎤⎦ =

⎡⎣ 3/6
1/2
1

⎤⎦ , w3

⎡⎣ 1/2
1/2
1

⎤⎦ =

⎡⎣ 5/6
1/2
0

⎤⎦ .
<� ���������
�� 
�����)� /������� 
��� ������ 5�!?�@� (������� ���H��� ���
���
�� G ��� �� &� ��& ���
�)� 0%% ���������������� 
�� %,����� 5�* ��� 5�5�
�����	����� ��� �� G ����� )�� ����&�� Sierpiński� ���� �/&��� ��� �� �����/�

%,��� 5�*F (�� ���������� ���#�)� ��� ���
�� ��� �� 0%% ��� ����/��������
5�!���

�&� yz�

�����	���� 0>�>� �� �#���� N = 2 ��� �� 
���� �&� /�/��)�&�

{(0, 0, 0), (0.5, 0.5, 0.5), (1, 1, 0)}.
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0>�  ��)��	� )��	�2��	�	� �)� ���-�� �	*�.��*�� :&:� ��4

%,��� 5�5F Cabinet ��� ��������� ���#�� ��� ���
�� ��� �� 0%% ��� ����9
/�������� 5�!���

" ����
	 �&� ?5��@ ��� ?*�!;@ ����)��� ��� 
�����)� an, cn, dn ��� en� ��� ���
��� ��� 
�����)� �)����� bn = cn ��� sn = −an ��� ���� n = 1, 2, . . . , N �
<� ���������
�� 
�����)� /������� 
��� ������ 5�!?#@� (������� ���H��� ���
���
�� G ��� �� &� ��& ���
�)� 0%% ���������������� 
�� %,����� 5�- ��� 5�4�
�����	����� ��� �� G ����� ��� �����	 Peano� ���� �/&��� ��� �� �����/� �&�

%,��� 5�-F (�� ���������� ���#�)� ��� ���
�� ��� �� 0%% ��� ����/��������
5�!�!�

yz�

�����	���� 0>�>� �� �#���� N = 4 ��� �� 
���� �&� /�/��)�&�

{(0, 0, 0), (0.25, 0.33, 0), (0.5, 0.5, 0.43), (0.75, 0.66, 0), (1, 1, 0)}.
" ����
	 �&� ?5��@ ��� ?*�!;@ ����)��� ��� 
�����)� an, cn, dn ��� en� ��� ��� ���
��� 
�����)� �)����� bn = −cn ��� sn = an ��� ���� n = 1, 2, . . . , N � <�
���������
�� 
�����)� /������� 
��� ������ 5�$� (������� ���H��� ��� ���
��
G ��� �� &� ��& ���
�)� 0%% ���������������� 
�� %,����� 5� ��� 5��;�
�����	����� ��� �� G ����� ��� �����	 Koch ���� �/&��� ��� �� �����/� �&� yz�
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1���	� *�� 23��

%,��� 5�4F Cabinet ��� ��������� ���#�� ��� ���
�� ��� �� 0%% ��� ����9
/�������� 5�!�!�

w a b c s

� ;�$$ ; ; ;�$$
! ;��5 9;�'$$ ;�'$$ ;��5
$ ;��5 ;�'$$ 9;�'$$ ;��5
' ;�$$ ; ; ;�$$

������� 5�$F < ��/���� ��� 0%% ��� �	 ����2��
� ��� ,��� �����	 ��� ����9

����
�	�� 
�� ����/����� 5�!�$�

%,��� 5� F (�� ���������� ���#�)� ��� ���
�� ��� �� 0%% ��� ����/��������
5�!�$�
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0>�  ��)��	� )��	�2��	�	� �)� ���-�� �	*�.��*�� :&:� ���

%,��� 5��;F Cabinet ��� ��������� ���#�� ��� ���
�� ��� �� 0%% ��� ����9
/�������� 5�!�$�
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�������� �

'����!��� �	�	������
���#��	��	���&� ������

3�� /������� ��� (��

C�� ������ �������2���
�� 
�� ����#���� 0%% �	� ������ {X;w1−N}� ����
X = R2 ��� ���� ��������
	 ����� )��� 
������� ����
,	����
����

 �*���	�� �> ��������� ������������� 0�����H�&�
" �)��/�� ���� #�
�2���� 
�	� �/)� ��� ���
�� ������
��� ���� ���������


���&� {An = W n(A)}∞n=1 1��������� ��� )�� 
�����)� ��,��� 
���� A0�
0��)����� )�� 
�����)� 
���� A0 ⊂ R2� ���� ������2���� ������	��)�&� ��

���� An = W n(A0) 
���&�� �� �	 
,)
	

An+1 =
N⋃

j=1

wj(An)

��� n = 0, 1, 2, . . .� A0�
� ����
����2���� ��� �������� {An : n = 0, 1, 2, . . .} ⊂
H(X)� 	 ������ 
�����&� ���� �� G���	�� *����� 
������� ���� ��� ���
�� ���
0%% &� ���� �	 ������� Hausdorff�

6��� �	� �����	
	 �	� ����/�� ������2���� 
� ���� 
	���� ��� ��,���� ���

,������ ���A )��� ��� ���� 
�������� ����
,	����
���� ��� 0%% ���� �� �)�

	���� 
,�/��2����� ��� 	 �/�� /��/���
�� ������2���� 1���� )&� ���� �����,���� ��
������	�� ����)�
��� �� ��� ���� ���������� ��� ���� �� ������2���� 
� ����

��/�� �	� �	�������H	 �&� �����&� w1(E)∪ · · · ∪wN (E) ��A �� ���	�������

��/�� E�

%� ���� �� 
	���� ��)��� �� 
����/	������
���� )�� 
	������� �����)��	��
��� ������������� ���������� ��)��� �� ),���� ������ /���)
��	 ����	� ���� �
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�!� (�����+��� ��*���	��� ���-�������*��3� �������

������
��� �&� �&� 
	���&� 
�	� ��),��
� ����	 ��� ������� !!'6 �)
�&� ���9
�	� ��� )�� �
� ����� �)
�&� ��� ��������
	 �&� ����
,	����2����&� 
	���&�
����� ���� �����������

 �*���	�� �> ��������� ��,��&� 0�����H�&��
�����)�&� ���� �	� ���	������	 �)��/�� �/� ������2���� 
� ���� 
��/��

���� )�� ���������� 
	���� xn+1 ��A ��� �������,� ��� xn� �)
& �	� xn+1 = wi(xn)
�� )�� i ��,��&� ������)�� ��� �� 1, 2, . . . , N �

%������ 4>�>� @(�����+��� ��2�
�� )������	��A ��"����	 ��� �44
{X;w1−N} ������������� � �� �� ��"� wi ��� ��"������� pi = Di/D! � �'
���� �������(���� ��� ���	 ����������	 ai ��	 si ��	 ����������	 wi ���� ���
Di = |aisi − bici| ��� D = D1 + · · · + DN ! ���� Di ����� � ������� ���� ��	
��(����	 ��� ������ ��	 wi�

)�������> 0��)����� )�� ��,��� 
	���� x0 ∈ X� %�	 
��),��� ����9
��2���� �� /��/�,��� 
	���� xn+1 = wr(xn)� ���� 
� ���� 
��/�� �� r ��#����
��� ��� ��� ���)� 1, 2, . . . , N 
�����&� ���� ��� ������F 	 �������	�� ��� {r = i}
����� pi� (���
�	������ /����),���� ��� �����)� )�
�� �
�� ���� wi �� ������2����
�� ��� 
�,���	�� �����	 ���� �� ��#�/�� Di �	� �������� ��� �	� wi� ���� ��9
�������� �� ����/���� ��#�/��� A0�
� �� ����
,	����
��� ��� ����� ��������� ���
�	� �����&�� ��� ���������� ��#�/��� ���),��� ��� �� ����

����� 
	�����

9��*
 )��)	� �� �	�*����	
E


�*���� / F	���3�*��> (�� ��� �������� ������ ��� �� ��,��� 
	���� x0

#��
����� 
��� ���
�� A� ���� ������ 
������������ ��� ���	������� �����9
)
���� ��� /����
	� ���� ������ ���,�� ε� )
�& )�� /)���� �	� /���)���� ���
������
���,����� ��� �� ������H��� xn �� #��
������ 
� ���
��
	 ��������	 ���
ε ����� 
�� 
	���� ��� ���
�� ���� ��� ������ 
��/�� k�


�*���� 9 (����
.	��> �� ������� �� �� �����
���� 
������ ���� ���
������
�� ���� ���,���B 0���,�� 	 ����
���� ����� ����/����&���� �� �	� )�����
��� ���/����� ������#)� 
	���� xm ��� �� ������� 
� ������ ��/����
� 
��/��
�	� ����/��� �����)��� �	�)� ��� W n(E0) → A� �� E0 ����� �� ��� 
	����
xm� 0��
	�� �� xn+1 ����� ������
�)�� ����#�� ��� )�� ������� �����
�� xn�
���� ����� ��� ����� 
��� A ��A ��� �� xn� /���� �� a ∈ A ��� wi(a) = b� ����
ρ(xn+1, b) = ρ(wi(xn), wi(a)) ≤ ri ρ(xn, a)�


�*���� >  �*�����> (�/��)��� ��� �� ������
���,��� ��� ������2����
����� ������ ����� ���� �� 
&
��� ��� ��� �� 
�������
��� 
�������������� 
�
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4>�  �*���	�� *�� ������� Julia �!�

/������ �)�	 ��� ���
�� � ����
������ 
�� �� ���
�)������� �� �/�� �)��� 1���
��� 1���P A��� ������2���� ���� )�� �)��� ��� ���
��P ���� 	 ����	
	 �����
�����
�
����� 
	��
���� 8���,��� /�� ������
���� ��� ����	 #�
�2���� 
�	
��&��� �)���� ��� ),�� 
������
���� �����)
���� ?#� M�4N@� " /�����	 ��� ���&�
)���
	� /���� #�
�2���� 
�	 
��#���� /�������� ����� ��� �� �����/��� 
	���� �����
����� 
��� ���
���

3�� /������� ��� ������ Julia

7�	
���������� �	� ������� �&� M�$;N ��� M�! N ��� ��� /������� ����/��� ����9

����� �&� 
���&�� " 6���
���� � �	� 0���	��� -�! ����� ��/��� 
,�/��
�)�	
��� �	� �����)���� ?$��@� " ���� �	� 
������� c ��� ��� ��� ������� �&� 
���&�
Julia ����� c = −0.74543 + 0.11301 ı� �
�� �� ����)
���� �� 
���������� �	� �9
�����
�������	�� �&� ����/&� 
� ���� �	 D/�
��	E �����
 �*���	�� �> �)��/�� ����
����&� 0�����H�&��

0������#������ ���
��� 1��������� ��� )�� 
	���� ζ ��� 
����� Julia�

?�@ 8�����2���� �� 
������ 
	���� ��� pc(z) = z2 + c ��� ��������� ������
�� ζ �� �����	 ���� ��������	 ��� �3!� �)���� 
	���� ����,��� ����� ��
�� c = 1/4� ����� ��������� ζ = 1/2� 0���������� 1������� �� ���/�����

	���� ?����� ��� ; �� c = 0@ ��� #�
�2���
�� 
�� 
�������
�� /�����&�

	���&� ����1� �&� ��&� ��,���� ��� ���������� ��A �	� �����	H	�

?#@ 0������#������ ���
���F C�� ���� 
	���� ζi ��� ������
���� ���������
���������� &� ��2�� �	� pc(z) = ζi� 8�����2���� ��� �����/�� ���� 
	����
��� ����)/�� k ����� ������ ��� ������
�	��� ��������� k �1�
�
���� %��9
������� ����� 	 ������ ����� ��������	���� � ���� ��� ����� ,���� ?%,���
-��?�@@�

���� ��	 ��"����� " �/)� ����� ���� �� �� ζ ∈ J � ���� 
	���� ��� J ),�� ������
������	��)�	 ����
����	 ������ ��� ζ ������ ����� ?����
�� !�$�!@�

?�@ �� ����/����� $�'�� /��,��� ��� )�� ��� �� 
������ 
	���� �	� pc(z) = z2+c
����� ��&
���� ��� ����)�&�� ��& ��� G�&������� !�'�$� #��
����� 
�� J � �����
��� c = 1/4. A0�� /���������� ���,���	�� /��,��� ���� 
A ����� �	� ������&
	� 	
/��� ��2� �3! �	� pc(z) = z #��
����� 
�� J � C�� �� ����

����� 
	���� �����	
	�
������2���� 
����
	 ���� �� J � ����/� 	 �)��/�� �
�/������ �� �	 ,��
	 ����
0%% �� ��������
���

w1(z) =
√
z − c, w2(z) = −√z − c,

���� ���� 
���� 
	���&� A )&� �/� ������
�)��� ����)��� )�� ���������

���� w1(A) ∪ w2(A)� A<
�� ����� 
�	� ����������	 �/���	�� 
�
���� 
	9
����
�� ��� 	 w1 ����� 	 
����
	 ���� ��������
	� z �→ z − c �� ��� ��������
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?�@ ?#@

%,��� -��F �� �/�� 
���� Julia ,�	
����������� ?�@ �	� ��0 ��� ?#@ �	� ��0��

reıθ �→ (
√
r)eıθ/2, )�
� 	 w1 ����� �
���� 
�
��� �����/����� r = |z − c| > 1.

%�� M�*N �1���2���� ��������� ���� 	 ���H	�

?#@ ���� ��� k #����� �	� ��0 ),���� 2k ����
������ �������� ���� ��
����� ������� ������� ��� ����� ����� �� k ��1������ ��� )�� ���#	�� �	�
����/�� ����� ��� ������ �)�	 ��� J �� ���
�������
�� 
�,��� ��� �� 
����&�
),����� &� ����)�
�� ��� �����������	 ������� ���� ������� ������� ��� ���9
�����	�)�	 ��0 ?���0@ ���
�)��� �� �1��F
�������	
 	�� 
� ��� 	��� �
 ��� ����� ������ 	
	�������� ��� 
������
	
 �
������

	
�� ���
�� ��� ��� 	
	������ ���� ��	� �
��
� ��� �������������� � ��� 
�����!
��"

��	� #$ %���� &'� �� (�#&�))�

 �*���	�� �> �)��/�� ���,���
	� ��� %�������

S������� �� )�� �)��� ������ ��������&� ?��&� ��� ���	����)�&�� �������
�� ����� ������
���,��� �	� ����	�@� 0��)����� ��� ����	 ���
��
	 R ��� )��
����� ������H�&� N � 6������
�� /�� �)
�� �&� ������� �&� ��������&�
������ ������� 
	��/������� )�� 
	���� v &� �����∞� �� |fk(v)| > R ��� ������
k ≤ N � ��� &� ����� ; /������������ ���� 
���
�� ���� ������&�� ��� ),��
�����)� ��� �&� /�� ���&��

���� ��	 ��"����� A0,���� ��� J = ∂A(∞) = ∂K, ���� K = C \ A(∞) �����
�� ����
�)�� 
���� Julia� :��#������� &� ��� ���
)���
	 �	� |fk(v)| > R ?���
������ k ≤ N@ ),���� ��� v ∈ A(∞), /����������� v ∈ K� A0�
� ��������� )��
������&�� ��� ),�� /�� ��/�� �����)� ��� ������ 
�� ����� 
����� J �&� A(∞)
��� K�

 �*���	�� �> �)��/�� %���&� %����	��
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4>�  �*���	�� *�� ������� Julia �!,

<����2���� ���
	� ��� -�"���	 ��� E���� ���,���	 ��� ����� �� J �� 1�,&9
��2�� �)
� 
A )�� ��
�� ,�&������� 
�������� ?� �����&�@� ���
����2����� �� ��
�&� )
& � )1&���� ��&��
�&� /�������� ��� �� ��& ���� 
� )�� �)��� ������
��������&�� ��,� ������
���,��� �	� ����	�� ������������ )�� �������
&�������

	���� v �)
� 
� ���� ������&�� ?)
�& 
�� �)����@� 0��)����� )�� ����� ���9
���H�&� N ?)
�& �;;@ ��� ��������� �� ,������ ��� �� ,�	
�������
���� ���
�� � )&� �� N � �� /������ �����/����� C�� ����/����� ����,&����� ��� ������H���
�I�; 
� )�� ,����� ��� ��I!; 
� �� ������

?�@ ?#@

%,��� -�!F ?�@ A0�� 
���� Julia ��� ?#@ �� 
���� Mandelbrot ,�	
�����������
�	 �%%�

?�@ 
�������� ��� J �1�"��� 0��)����� ��� ����	 ������ R� �� �� fN (v)
#��
����� ����� ��� /�
��� {z ∈ C : |z| ≤ R}� ,�&����2���� �� ����
���,�
������&�� ����� ?D������ /������E@� ����� �� �� fk(v) ����� 	 ����	 /��9
������
� ������	��)�	 ������� /������ �� ,���� k 
A ���� �� ������&��
?%,��� -�!?�@@�

?.@ 
�������� ��� J ���"��� ���� ������� )�� ���
���� 
������ 
	���� a�
0��)����� )��� ����� ������ ε� A0
�& ��� D = {z ∈ C : |z− a| < ε}. �� ��
fN (v) #��
����� ����� ��� D� ,�&����2���� �� 
	���� v ������ /������������
�� fk(v) ����� 	 ����	 ������	��)�	 ������ ��� ��
)�,���� 
�� D� /������
�� ,���� k 
�� ����
���,� ������&���

���� ��	 ��"����� " ���	������	 ���
)���
	 ?�@ #�
�2���� 
�� ��� J = ∂A(∞)
��� 	 ?.@ 
�� ��� J = ∂A(a) ��� ������ ���
���� 
������ 
	���� a� A0�
� 	
�%% ������ �� ��&�	��� &� ��� /���������� ����� �	� ��%� %������ 	 �%%
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�!0 (�����+��� ��*���	��� ���-�������*��3� �������

����� ��� �
,���� 0���� ,��
��� �� �����	��
���� ��� �� /�� ���
����
��� ),���
����� �� ��� �������� �� ����� k(v, T ) �&�� ������2����&� 
A )�� 
	���� v�
������H�&�� �
�� �� ��
)����� 
� )�� ������ �����	 T � <� �������
��� ?�@�
?.@ ),��� ����
���,� 
���� 
��,��� T = {z ∈ C : |z| > R} ��� T = {z ∈
C : |z − a| < ε}. 0���� /���
�	����� ,��
��� �� �����
���� k(v, T ) �� ����
���,���	 ��� v� #� ������ ��	 k ���"��	 ���������� ��� ������ �� 
	���� ��
,���� /������� k� ,�&����
�)�� �� �� �/�� ,����� ���� 	 �)��/�� ������ ��
��������� �,� ���� ���� �� 
���� Mandelbrot� �� ��� 
� ��� ����/� �	���
��������
�&� ��� 
���&� 
��,&�� 
��������#����)�	� ��� ������� ���
)���
	�
���� ��� ���,�������� ����� Escher ?#� M�$;N@� 0���� �����)� ���)� ,��
��� ��
����������� ���� ������ ����� ����

����� ������2����� )�� �	���� 
���� ���
�� 
	���� ��� �� �������#�������� ��&� �� {z ∈ C : |z| ≤ 2} ��� �� 
����M�

) �������� ��� ����������� � ��"�����
(����
	� ���� 
�����	
	� fn(z) = zn − 1 ��� ���� �	��� ��������
	� R�

���� 
	���� ��� �)������ ,�	
����������� &� ��,��� ����� z0� �	� ���������
zk+1 = R(zk). ���� ��� ���� �����	H	 ������2���� ��� ���
��
��� ����1� �	�
�����	H	� zk ��� �������� �� �&� ��2�� z∗i �	� fn(z) = 0� �� ���/����� ��� ��� �9
��
��
��� #����� ��������	 ��� ;�;;;�� ����)����� ��� 	 �������� 
������� ����
�	� ����
���,	 ��2� z∗i � %�� ������
���,��� ��� ����
���,�� �� ��������� 
	���� ���
�)������ z0 /������ )�� 
��������)�� ,����� 
���&�� �� �	 ��2� ���� �	� �����

�������� 6��A ����� ��� ����� 
�	 ����	 )1	�� A(z∗i )� ���� ��2�� �	� ����/���
z∗i � /������ )�� ,�����	��
���� ,����� �� n = 2� �� ���2��� �����,)� ������2���
�	� A(1) ��� �� �������� �����,)� �	� A(−1)� �� n = 3� �� ���2��� �����,)� ����9
��2��� �	� A(1)� �� �������� �����,)� �	� A(−0.5+ ı 0.5

√
3) ��� �� ���
���� �����,)�

�	� A(−0.5 − ı 0.5√3)� �� n = 4� �� ���2��� �����,)� ������2��� �	� A(1)� ��
�������� �����,)� �	� A(ı)� �� ���
���� �����,)� �	� A(−1) ��� �� �������� �����,)�
�	� A(−ı)� �� ����� 
����� ����� �&� ������ )1	� �������� �� 
���� Julia
J(R)� �� )����� ��� !;; ������H��� /�� �����	�	��� �)����� ��/��� 
����
	� 	
/��/���
�� �����	/� 
�� ��)
&� ������� 
	���� ��� �)�������

����� �� �� ��&��2���� ��� 
,������ �� 	�����
������� �� /�,����� ��� �� �
���
��� ����/����� /�
��� D /���� )�� 	������� ������ ���������&� �������	�)9
��� ���� ��� �������2����	 
�����	
	 /�������� φ(x, y) ����� 
������ 
� ���/�����
��������� ���� C ����� ��� D�

 �*���	�� !> �)��/�� %���,��� (���������
0���� �����	 �	� �%%� �� ,�	
�������� ��� 
�����	
	 /�������� ���� ���

,������ /�������� �� /������� ��� Kc = K(pc) �������
����� &� ��� ��� ����9
������� ��������� potc: C \Kc → C×R� 	 ����� /������ ��A �	 ������� ����
��
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4>�  �*���	�� *�� ������� *�)�� Mandelbrot �!4

�	�

gc(z0) = lim
k→∞

log |zk|
2k

, ?-��@

zk = z2
k−1 + c� k = 1, 2, . . .� ��� /������ ���
����
����� ��A �	�

potc(z0) =
(
z0,

log(|zn|)
2n

)
,

����
zk = z2

k−1 + c, k = 1, 2, . . . , n, n = k(z0, T )

���
T = {z ∈ C : |z| ≥ 1/ε}

��� ������ ����� ε ?%,��� -�$?�@@�

?�@ ?#@

%,��� -�$F ?�@ A0�� 
���� Julia ��� ?#@ �� 
���� Mandelbrot ,�	
�����������
�	� �%(�

3�� /������� ��� ������ ����� Mandelbrot

 �*���	�� �> �)��/�� %����� %����	��
< ��������� ����� ����� ����#�� ������� �	� �%% ��� �� 
���� J � %��9

����������� )�� ������&���� �)��� ������
���,��&�� ���)����� )��� ����� �9
�)���� Nmax ?��������� �����	H	�@ ��� )�� ��������� 
���� T ?
���� 
��,��@
��� ����),�� �� ∞ )�
�� �
��M⊂ C \ T � ���� ?#� %,��� -�!?#@@

k(c, T ) =
{
k, �� f i

c(0) /∈ T ��� fk
c (0) ∈ T ��� 0 ≤ i < k ��� 1 ≤ k ≤ Nmax

0, /�����������
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�!= (�����+��� ��*���	��� ���-�������*��3� �������

) �������� ��� �������� � � ���
A0�� ,&��� ��� ����/���� ����)/��� )
�& �&� λ� �������
����� ��� )�� �����9

�&���� �)��� ��� ����
���,�� 
�� ������
���,��� ���� ����	�� C�� ���� 
	����
λ = (Re(λ), Im(λ)) ������2���� )�� ������� ���
��� 
	���� ci ��� ,�	
�����������
&� ��,��� ����� z0� �	� �����	������ ��������� zk+1 = R(zk)� ���� R ����� 	 �	9
�� �����	����� �)��/��� ���� ��� ���� �����	H	 ������2����� �� ���
��
���
����1� �	� �����	H	� zk ��� �������� �� �&� ��2��� z∗i � �	� pλ� �� ���/����� ���
��� ���
��
��� #����� ��������	 ��� ;�;;;�� ����)����� ��� 	 �������� 
�������
���� �	� ����
���,	 ��2� z∗i ��� �� 
	���� ��� �)������ 
��� ����������� ,���
,�&����2���� ����
���,&�F %�	� ������&
	 �&� �����#����&� ���&���&�� ���2��
��� 
����
	 ���� �	� z∗1 � ������� ��� 
����
	 ���� �	� z∗2 ��� ���
��� ��� 
��9
��
	 ���� �	� z∗3 � %�	� ������&
	 �&� �������#����&� ���&���&�� ���2�� ���

����
	 ���� �	� z∗1 � ������� ��� 
����
	 ���� �	� z∗2 � ������� ��� 
����
	 ����
�	� z∗3 ��� ���
��� ��� 
����
	 ���� �	� z∗4 � �� )����� ��� !;; ������H��� /��
�����	�	��� �)����� ��/��� 
����
	� �� 
	���� ��� �)������ �������� ������

 �*���	�� �> �)��/�� %���,��� (���������
< ��������� ����� ����� ����#�� ������� �	� �%( ��� �� 
���� J � /����

,�	
���������� �	� 01� ?-��@ ��� ��� ��� ����������� ��������� Potc: C \ M →
C × R ��� /�������� ��� /������ ��� �	 ������� ����
��
	 �	� gc ��� /������
���
����
����� ��� �	�

Pot(c) =
(
c,

log(|zn|)
2n

)
,

����
zk = z2

k−1 + c, z0 = c, k = 1, 2, . . . , n, n = k(c, T )

���
T = {z ∈ C : |z| ≥ 1/ε}, ��� ������ ����� ε ?%,��� -�$?#@@�

 �*���	�� �> �)��/�� 0����	�� �	� ���
��
	��
?�@ A�	 ��� ��/���)���
� �/���	�� �������� 
���� Milnor ��� Thurston� 7�	9


����������� �	 
�����	
	 /�������� G(c) = ln |Φ(c)| ������ �� /��1�� ������ ���
��� ������ c /∈ M� 	 ���
��
	 d(c,M) ��� c ��A �� 
����� ��� M ������ ��
�����	��� &�

sinh(G(c))
2eG(c)|G′(c)| < d(c,M) <

2 sinh(G(c))
|G′(c)| . ?-�!@

��� ����� ��� �������� ���
)���
	 ��� /�1��� 
�)��� �	� 01� ?-�!@ ������,������
���� ��� ������� �����F C�� c ����� 
��M ),���� ��� 	 G(c) ����� ����� 
�� 0�
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4>! % ������ 	
��� �*��������D �2� 	)
)	��� �!�

��� �������� �� ���
����
���� �� sinh(G(c)) ��� �	� G(c)� C�� �� ���
����
����
��� G(c) ��� |G′(c)| ,�	
���������� �	� 01� ?-��@ ��� ��� /�������)� �1�
�
��� �&�
Cauchy–Riemann� ����)�&�

sinhG(c)
|G′(c)| ≈

|zn|
|z′n|

log |zn|,

����

z′n =
dzn
dc

.

" �����	
	 �	� ���
��
	� ��� 
	���� c ����� 
�� 
���� Mandelbrot ?%,���

?�@ ?#@

%,��� -�'F ?�@ A0�� 
���� Julia ��� ?#@ �� 
���� Mandelbrot ,�	
�����������
�	� �0��

-�'?#@@ ������2���� ���
	� ��� ��� z ����� 
�� Kc ?
��������@� ���A �� ���
������,������ ������� �����)
���� �� 
�������� 
����� ,�	
�������
��� ���9
��,�� �	 �)��/� ��� ��� 
���� ����� Cantor� ��&� ���� ��� %,������ -�'?�@�

?#@ < Fisher 
�� M�$;N ,�	
�������� �� ���& ������ �	� 01� ?-�!@ &� ����������
��� �	� ���
��
	 ���� 
	����� ����� 
����� ��� ��M ?� ��� ������ 
�������� J@
��� )�
� ����2�� /�
�� /�
�� ��� ���� ����� ������ �� ����� ��� ����� /	��������
�� 
����� ��� 
�����M� C�� �� ����
�� �� �
&������ ���M� ,�	
�������� ���
�������� �����	
	 ��� )�� 
	���� c ����� ��� 
������

3�� 4 ����! �"��	 ��������!5 �%	 ��"��'�!

A<�&� ��/���� 	 ��&��� �&� Julia ��� Fatou �
,��� 
�� ����/��� �����/�� ��&� ���

�	 
����� Riemann �� ��,�
��� ���������
���� < ��������� ,���� ��������
&� ��� ��� ��
��� ���
)���
	 ��� �	 ��)�	 �&� �	��� 
������
�&�� C�A ����
�� ��� ����������� �	 ��)�	 �&� ��������
�&� Schröder, König ��� Laguerre
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�,/ (�����+��� ��*���	��� ���-�������*��3� �������

���& 
�	 
����� Riemann ?#� M5!N@� �� ����� �	� ���#�� �� ����)�
�� �����
���	��������� ��� ,�	
������� ��A ��� �� �	 
����	 ��)�	 
�� ����/��� �����/��

" /������� ���� ����/�� ������	�� 
�� /������)�� ����/��� �����/� ���� ���
�/�� ������ ��&� ��� 
�� 6������ '� ����� ��� ��� ��#������ )��� ���� ����
���������� &� �)��� �&� ��,���� ��� 
	���&�� " ���#�� �	� ������� 
�	 
���9
�� Riemann ���	������� �
���� ��� ���� #�
��� #�����F ������� ���#�����
�� �)��� ��� ���& 
�	 
����� Riemann� /�������� ���#����� �	 
����� 
��
�����/� ,�	
����������� �	 
������������ ���#�� ���� ������� ��� ��������� ���
��)�	 
��� /������� ,���� ������2���� �	� 6���
���� $ �	� 0���	��� -�!� ���
��� ��������� ��� ��)�	 
��� ����������� ,���� ������2���� ��� �������� ���
������������ 
�	� 6���
���� � �	� 0���	��� -�$� �� ����� #��� ���	�������
,�	
����������� �	� ,���������� ��*��� 
���&�� �� �� M!$N ��� �����	������
�	 
����� ��� ��� ����� ���� �� /������ #��� ,�	
�������� �� ������� ��� ��
�
&������ ��� ������ 	��
������� ��������2���� 
�� �
&������ ���� /�
��� ���&
��A �	� ��,� �&� �1��&��

�������� �� ����
��)H���� �	 
����� ,�	
����������� ��� �&���� ������
width ��� ������ length ��� ������������ ���� ����� ������� 	 ����
����� ����
y ��� ���� ���� x� 0���� �����
��2���� ��/�������� ������ 
,������ �� �����
���)�,����� ��� �	� �������� �	� ����/�� Schröder ��� ��)�	 ��� ������������
,����� C�� �� %,����� -�*I-� � �� �&���� ������ ���� �	 /������
	 �&� x� O◦ ����
���� �	 /������
	 �&� y� −9O◦�

/���� �	2��$ ���	-�	%�

<� �������� �������
��� ����
���,��� 
�� 0/���� '�!�5�

?�@ ?#@

%,��� -�*F 0����	����� �������� ?�@ �	� S2 ��� ?#@ �	� S3 
�	� �����)���� �&�
���&���&� pλ�

/� ��������! σ = 2F �� %,��� -�*?�@ �������
�� �����,)� ��� ������������
,����� ��� ��� ������ �� ���
��� 
	���� c1 )����� ���� ��� z∗i � �� %,��� -�5?�@
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4>! % ������ 	
��� �*��������D �2� 	)
)	��� �,�

?�@ ?#@

%,��� -�5F �������
��� �&� ���	������&� 
,	���&� ����������� 
���� Man-
delbrot ��� ��� S2 ��� S3� ����
���,&��

������� ���)���
	 ���� �����,�� ��� %,������ -�*?�@ ����
���)�	� 
�	 
�������
����� �	� 
�������

?�@ ?#@ ?�@

%,��� -�-F ?�@� ?#@ 0����	����� �������� �	� S4 
�	� �����)���� �&� ���&��9
�&� pλ� ?�@ ���)���
	 ���� �����,�� ��� %,������ ?#@ ���������� )�� 
����
Mandelbrot ��� �	� S4�

9� ��������! σ = 3F �� %,��� -�*?#@ �������
�� �����,)� ��� ������������
,���� ��� ��� ����� �� ���
��� 
	���� c1 )����� ���� ��� z∗i � �� %,��� -�5?#@
������� ���)���
	 ���� �����,�� ��� %,������ -�*?#@�

>� ��������! σ = 4F �� %,����� -�-?�@ ��� ?#@ �������
���� �����,)� ���
������������ ,���� ��� ��� ������ �� ���
��� 
	���� c1 ��� c3� ����
���,&�� )������
���� ��� z∗i � �� %,��� -�-?�@ ������� ���)���
	 ���� �����,�� ��� %,������
-�-?#@ ������2����� )�� 
���� ����� Mandelbrot ��� 
,���2���� �� �� c3�

/���� 3������2$#%�� ���	-�	%�

<� �������� �������
��� ����
���,��� 
�� 0/���� '�!�4�
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�,� (�����+��� ��*���	��� ���-�������*��3� �������

?�@ ?#@

%,��� -�4F 0����	����� �������� ?�@ �	� S2 ��� ?#@ �	� S3 
�	� �����)���� �&�
���&���&� qλ�

?�@ ?#@

%,��� -� F ?�@� ?#@ 0����	����� �������� �	� S4 
�	� �����)���� �&� ���&��9
�&� qλ�

/� ��������! σ = 2F �� %,��� -�4?�@ �������
�� �����,)� ��� ������������
,���� ��� ��� ������ �� ���
��� 
	���� c1 )����� ���� ��� z∗i �

9� ��������! σ = 3F �� %,��� -�4?#@ �������
�� �����,)� ��� ������������
,���� ��� ��� ������ �� ���
��� 
	���� c1 )����� ���� ��� z∗i �

>� ��������! σ = 4F �� %,����� -� ?�@ ��� -� ?#@ �������
���� �����,)�
��� ������������ ,���� ��� ��� ������ �� ���
��� 
	���� c1 ��� c3� ����
���,&��
)������ ���� ��� z∗i �

3�# ��+����

6����� �)��/�� /�� ����� �/����� ��� ���� ����
��
	 ��� �� /������� ����)� �&�
����/&� ����� �������� ��� �	� �����&�� ���� ������ ������ �1��������� ����9
�&��

�� ��������� ��� ,�	
��������	�� ��� �	� ����
���� �&� �����&� ��� �����9
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��
�	��� 
��� 0���	��� -�! ��� -�$ ����� �� FRACTINT� ��� ��� �� %,����� -��;
��� -��� ,�	
��������	�� ������
�)�&� �� POVRAY� ����

������ �	��������

%,��� -��;F A0�� �������
������ ������

&� ���� �	� ,��
	 ���� ����,��� 
�� M�5;N ��� M�* N� ����
���,&�� A0�� ���
	�
��� ��/���)��� ���������� �� FRACTAL VISION� ������ �� #��� ������ 
��
M�!!N� A�� ��/���)����� #�#�� ��� ����)������ 
�	 
,)
	 �������� ����/&� ��
�������
������ 
���� ����� �� M!!N� M��;N� M�'-N� M�'4N� M�!-N� M�!4N� M�*4N� M�' N�
M�$*N� M5*N ��� M-'N� %�	 
��),��� �����)����� ���� ��� /������� �����)����� ���
FRACTINT ��� ��1���� �
�� �� ),���� �� ������	�� ����)�
���

%�	� ������ Select Fractal Type ���)����� julia � mandel ��� �	� ����
����
���� Julia � Mandelbrot 
������ ����
���,&�� �� �����/����� ��� ��� ������9
������
�� ����/���� ����� ��� �	� ���0 ����� ���)����� julia inverse� %�	�
������ View Window Options �� Preview display ���� DyesE ��� 
�	� ������
Basic Options �� Maximum Iterations ���� D�;;;E� ��� �� Inside Color ���� D;E
��� ��� ��� �������� ����� �&� �%(3J ��� �%(3� ��� ���� D�*E� %�	� ������
Extended Options �� Potential Max Color ���� D!**E� �� Slope ���� D!*;E ��� ��
Bailout ���� D!;;E ��� �	 �%(3J� ��� �� Slope ���� D$*;E ��� �	 �%(3�� %�	�
������ Basic Options �� Outside Color ���� D�*E ��� �� Passes ���� D�E� ���

�	� ������ Extended Options �� Distance Estimator ���� D�E ��� �	� �0��
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%,��� -���F A0�� �������
������ ������
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�$���� �	� ���	���$�!����
�(��&����

C�� ����

������ �	�������� ��� �	� ��&���� �&� �1�
�
�&�� � ��/�����������
������
�	� �����)������ 
�� M�*$N� 01�
�
��� �)����� #����� ��������� 
�	�
M*5N�

67�� (�"��� ���	�,� �)	,���

�4���� 3'��� ��	 Cardan

7&��� #�#	 �	� �������	���� ��&����� ��� 	 ������ ��#��� �1�
&
	 ����� �	�
������

x3 + ax2 + bx+ c = 0, ?�=��@

���� 	 /�����
	 �� ��� 
�����
�� ��� x3 /�� ���������� ��� ��2�� �	� �1�
&
	��
0�
������� )��� ���������� ���&
��� 	 �1�
&
	 ���� ������ �� ������	���

)�
�� �
�� �� �	� ����),�� �	 /�����	 /����	 ��� ����
���� G)����� x = y + v
��� ���)����� �� v )�
�� �
�� 	 ���������
� ��#��� �1�
&
	 �� 
�������� ��� ���
y2� .��
����� ���� ��� x = y−a/3� ����� 	 �����������	 �1�
&
	 ����
,	����2����

�	�

y3 + py + q = 0, ?�=�!@

����

p = b− a2

3
, q = c− ba

3
+

2a3

27
.

���2	����� ��������	
	 �	� ?�=�!@ �)������

y = u+ v,
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�,0  �.���� ��� *	*��*�.�+��	� 	6��3�	��

/	� ��
������ /�� ����
���� u ��� v� ��������
������ ����� �	� )����
	 
�	�
?�=�!@ ��� ������������� �����&� ���� ������ �� u ��� v ��)��� �� �����������
�	� �1�
&
	

u3 + v3 + (p+ 3uv)(u + v) + q = 0 ?�=�$@

�� /�� ����
����� �� ���#	�� ���� ����� �������
��� ����� ��� /���� ��� ������
�	 
,)
	 ����1� �&� u ��� v� C�A ���� �)�����

3uv + p = 0

�

uv = −p
3
.

����� ��� �	� ?�=�$@� )����� ���

u3 + u3 = −q,
)�
� �
�� 	 �
	 �	� ��#���� ?�=�!@ ��#������ ��������� �� 
�
�	�� �&� /��
�1�
�
�&�

u3 + v3 = −q uv = −p
3
.

������� �� Q = p/3� R = −q/2 ��� Δ = R2 + Q3� ���� 	 01� ?�=�!@ ),�� ���
�������� ��2��

y1 =
3

√
R+
√

Δ +
3

√
R−
√

Δ =
3

√
R+
√

Δ− Q
3
√
R+
√

Δ
,

y2 = ω
3

√
R+
√

Δ + ω2 3

√
R−
√

Δ,

y3 = ω2 3

√
R+
√

Δ + ω
3

√
R−
√

Δ,

����

ω =
−1 + ı

√
3

2
.

�4���� 3������%����� ����	
�

0���� /������ �� �����
��
���� ��� ��2�� 
� ��� ����� ����		 ��� �����	������
������
����� �1������� �	� ��#��� ��2� ���

A = R+ ı
√−Δ

����&����������� �� ������&�� �	� �����	� ����� ��� A �����

ρ2 =
(
−q

2

)2 −
(q

2

)2 − p3

27
=
(−p

3

)3

,
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(5>� )
���� *	*��*�.�+�
�� 	6��3�	�� �,4

�����

ρ =
(−p

3

)3/2

=
−p√−p√

27
.

�� ���
�� ��� A ������ �� ������
��� ���� ��� �� 
��	������ ���

cos(φ) =
√

27q
2p
√−p

���� ��� �	� �������)�	 ���

tan(φ) =
−√−Δ
q
√

27

��� �	� ���Q����
	 ��� 	 φ ��&������ 
�� ����� � /������ ������	����� 
���&��
�� �� �� �� q ����� ���	���� � ������� ������� �� ��2�� /������� ��� ���

yk = 2
√
−Q cos

(
φ+ 2π(k − 1)

3

)
, k = 1, 2, 3, ?�=�'@

���� cos(φ) = R
√
−Q3�

67�� (�"��� ���������1�"�� �)	,���

�4���� 5���	
� ���$ Descartes–Euler

" �������#����� �1�
&
	

x4 + ax3 + bx2 + cx+ d = 0 ?�=�*@

����
,	����2���� 
�	� ��	��)�	 �����

y4 + py2 + qy + r = 0 ?�=�5@

�)
& �	� ��������
��
	� x = y−a/4� ���� p = (8b−3a2)/8� q = (8c−4ab+a3)/8
��� r = (44d − 43ac + 42ba2 − 3a4)/44� <� �
��� �	� ��	��)�	� �������#������
�1�
&
	� ����� ������� �&� /�� /������#����&�

y2 −Ay + u/2 +B = 0 ��� y2 +Ay + u/2−B = 0, ?�=�-@

���� A =
√
u− p� B = q/(2A) ��� A �= 0 ��� u ����� ��� ���/����� �
	 �	�

u3 − pu2 − 4ru+ 4pr − q2 = 0,

	 ����� ����� �	� ������ ?�=��@�
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�,=  �.���� ��� *	*��*�.�+��	� 	6��3�	��

�4���� 5���	
� ���$ Ferrari

C��H�� �	� 01� ?�=�*@ 
�	 �����

x4 + ax3 = −bx2 − cx− d
��� ���
�)
�� a2/4x2 ��� 
��� /�� ����)�B ���� 	(

x2 +
a

2
x
)2

=
(
a2

4
− b
)
x2 − cx− d ?�=�4@

����� ��� �1�
&
	 �
�/����	 �� �	� ��,��� �1�
&
	� �� �� /�1� 
�)�� �	� ?�=�4@
���� �)��� ������&��� 	 ����
	 ����� �	� �1�
&
	� �� ���� ���
	� �� �������
/� 
��#����� ����� " #�
��� �/)� �	� ����/�� ��� Ferrari 
���
����� ��� �	�
���
��
	 ��� 
��� /�� ����)� �	� ?�=�4@ �	�

y
(
x2 +

a

2
x
)

+
y2

4

)�
�� �
�� �� ),���� �)��� ������&�� 
�� ���
���� 
�)�� ��� ������ �������
��
y� " 01� ?�=�4@ ����
,	����2���� ���� 
�	�(

x2 +
a

2
x+

x

2

)2
=
(
a2

4
− b+ y

)
x2 +

(
−c+

1
2
ay

)
x+
(
−d+

1
4
y2

)
. ?�=� @

���� ���2	����� �� ������
���� �� y )�
�� �
�� 	(
a2

4
− b+ y

)
x2 +

(
−c+

1
2
ay

)
x+
(
−d+

1
4
y2

)
�� ����� �� ������&�� ���� ��������� )����
	� ex+ f �

C������� ��
Ax2 +Bx+ C = (ex+ f)2, ?�=��;@

����
B2 − 4AC = 0 ?�=���@

��� ����
����&�� %�	� �����������	��� 	 01� ?�=��;@ ����� �
�/����	 �� ��� �����

,)
���

A = e2, B = 2ef, C = f2 ?�=��!@

)�
�� �
�� �� ������������� 	 ?�=���@� ����
����&�� �� ����)
���� ��� �
,��� 	
?�=���@� ����� �� A = 0 ��� C = 0� ),���� ���
	� ��� B = 0 ��� �� 
,)
��� ?�=��!@
�� �
,���� ��� e = f = 0� �� �� A ��� C /�� ����� �����,���&� �	/)�� )
�&� ���
����/������ ��� A �= 0� ���� ���������

e =
√
A, f =

B

2e
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(5>� )
���� *	*��*�.�+�
�� 	6��3�	�� �,�

���� /������ �	� ?�=���@� �� ),���� ���

C = f2.

A���� �� /�1� 
�)�� �	� ?�=� @ �� ����� �� ������&�� ���� ��������� )����
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plexes, C. R. Acad. Sc. Paris 294 (1982), 123–126.

[55] Douady A. and Hubbard J. H., On the dynamics of polynomial-like map-
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der Schröder rational iteration functions: A computer assisted study, Math.
Comp. 46 (1986), 151–169.

[157] Vrscay E. R. and Gilbert W. J., Extraneous fixed points, basin boundaries
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